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ВВЕДЕНИЕ 
 
 

Проведение инженерно-конструкторских разработок при создании 
перспективных образцов техники, а также оценка технического состояния 
конструкций в процессе эксплуатации базируются на результатах деталь-
ного исследования напряженно-деформированного состояния и прочности 
их ответственных элементов, на требованиях в отношении материалоемко-
сти и надежности их в работе. Удовлетворение указанным требованиям не 
может быть осуществлено без совершенствования методов прочностного 
расчета. Расчеты на прочность способствуют установлению уровню экс-
плуатационных нагрузок, при которых гарантируется безопасная работа 
машин и конструкций с концентраторами напряжений. 

Во многих элементах конструкций и машин имеются концентраторы 
напряжений, наличие которых обусловлено технологической необходимо-
стью или которые возникли в процессе эксплуатации. Важным моментом 
при расчете на прочность ослабленных элементов конструкций является 
правильный выбор способа оценки их предельного состояния на основе 
имеющихся критериев прочности. Выбор критерия прочности примени-
тельно к расчету конкретного элемента конструкции зависит от многих 
факторов, наиболее важными из которых являются следующие: свойства 
материала данного элемента, способ нагружения,  форма и размеры кон-
центратора, температура окружающей среды и другие факторы. 

До настоящего времени в прочностных расчетах при определении пре-
дельного состояния элементов конструкций основным мотивом для выбора 
критерия прочности являлось наличие или отсутствие остроконечного дефек-
та (трещины). Тогда при наличии трещины в теле в расчетах на прочность 
используются критерии прочности, основанные на моделировании механиз-
ма разрушения в соответствии с теорией механики трещин, а при отсутствии 
остроконечного дефекта в конструктивном элементе − применяются класси-
ческие и новые критерии прочности сплошного материала. В последнем слу-
чае не учитывается механизм образования и развития трещин. 

Однако как показывают результаты многочисленных эксперимен-
тальных исследований, перед разрушением элементов конструкций возле 
концентраторов возникают локальные зоны предельного состояния мате-
риала, из которых развиваются трещины. Из-за наличия возникших тре-
щин в процессе нагружения реальная несущая способность таких элемен-
тов конструкций получается заниженной по сравнению с расчетной, полу-
ченной на основе использования классических критериев прочности. Вме-
сте с тем, при прочностных расчетах элементов конструкций с концентра-
торами отличающихся от трещин не принято использовать критерии проч-
ности механики разрушения в виду отсутствия трещиноподобных дефек-
тов до нагружения элементов. 
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В связи с вышеизложенным представляется важной задачей, постав-
ленной жизнью перед инженерами-прочнистами на сегодня, дальнейшее 
совершенствование критериев прочности для различных материалов, при-
менительно к анализу и проектированию элементов конструкций, ослаб-
ленных вырезами и дефектами, отличающихся от трещин. 

Для определения напряженно-деформированного состояния (НДС) тел с 
различными концентраторами используются аналитические, приближенные 
аналитические, численные и экспериментальные методы [1, 4, 8, 10, 20, 21, 
65, 189 и др.]. С помощью аналитических методов можно получить точные 
решения только для ограниченного числа задач из-за сложности построения 
точных математических моделей, учитывающих все многообразие факторов, 
вызывающих деформацию тел. Аналитические решения получены в основ-
ном для тел бесконечных размеров. Однако полученные решения в виде 
формул позволяют провести тщательный анализ напряженно-
деформированного состояния тела для различных параметров, входящих в 
математическую модель, а количество анализируемых решений  при необхо-
димости может достигать несколько сотен или тысяч вариантов, рассчитан-
ных за достаточно короткое время, что недостижимо для численных и экспе-
риментальных методов. Применение экспериментальных методов сопряжено 
со сложностью их реализации, а также из-за  наличия резко изменяющихся 
напряжений возле концентратора. В связи с вышеизложенным и в наше вре-
мя не потеряли своей актуальности задачи разработки и применения  при-
ближенных инженерных и численных методов исследования НДС и прочно-
сти конструктивных элементов с вырезами и трещинами. 

Целю работы является демонстрация применения разработанного ав-
тором теоретического способа оценки предельного состояния элементов 
конструкций с нетрещиноподобными дефектами к пластинам из изотроп-
ного и ортотропного материалов с вырезами и повреждениями.  

При реализации указанной цели автору самостоятельно для одних за-
дач или в соавторстве для других (материалы опубликованы и ссылка на 
них есть в списке литературы) удалось найти решение нескольких ориги-
нальных задач (главы 2-5), не решенных другими авторами представлен-
ными методами до момента опубликования основного материала моногра-
фии в открытой печати. 
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1.АНАЛИЗ ПРОЧНОСТИ КОНСТРУКТИВНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ С КОНЦЕНТРАТОРАМИ НАПРЯЖЕНИЙ 
 
 

Напряженное состояние реальных деталей даже при самых простых 
схемах приложения сил всегда является сложным, так как в подавляющем 
большинстве случаев все линейные размеры конструктивных элементов, 
деталей соизмеримы. Поэтому результаты прочностного расчета в значи-
тельной степени зависят от принятого критерия прочности, на базе которо-
го можно, исходя из данных о поведении материала при простейших на-
гружениях, предсказать, когда наступит опасное состояние при действии 
любой сложной системы напряжений. 

Все механические критерии прочности, используемые в современных 
прочностных расчетах, объединены следующие критерии предельного на-
пряженного состояния. Это критерии предельного состояния материала, 
основанные на моделировании механизма разрушения, и критерии пре-
дельного состояния материала, основанные на позициях механики сплош-
ных сред. 
 
 
1.1. Краткий обзор и современное состояние  
критериев прочности механики сплошной среды 
 

Наиболее широко в инженерной практике известны следующие четы-
ре классические критерия прочности: наибольших нормальных напряже-
ний, линейных деформаций и касательных напряжений, а также энергети-
ческий критерий. 

Критерий наибольших нормальных напряжений, второе название 
этого критерия – 1-я теория прочности. В соответствии с этим критерием 
[107] разрушение материала происходит тогда, когда нормальные напря-
жения в каком-либо направлении достигают критического для данного ма-
териала значения. Последнее устанавливается путем испытания образцов 
из данного материала при простом растяжении или сжатии. 

Опытная проверка показала, что теория наибольших нормальных на-
пряжений удовлетворительно описывает разрушение лишь очень хрупких 
материалов (камень, керамика· стекло и т. п.) при их растяжении и при усло-
вии, что в структуре материала нет явно выраженных дефектов типа трещин. 
Применительно к материалам, переходящим перед разрушением в макро- и 
микропластическое состояние, эта теория оказывается несостоятельной. 

Критерий наибольших линейных деформаций (вторая теория проч-
ности). В основе этой теории [107] лежит предположение о том, что проч-
ность в исследуемой точке будет нарушена, если максимальные линейные 
деформации достигнут своего опасного предельного значения. 
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Критерий разрушения, соответствующий теории наибольших линейных 
деформаций, плохо согласуется с данными экспериментов, а иногда находится 
в явном противоречии с ними. Удовлетворительные результаты получаются 
лишь для хрупких материалов или находящихся в хрупком состоянии в тех 
случаях, когда все главные напряжения отрицательны. В связи с этим в на-
стоящее время вторая теория в практических расчетах почти не применяется. 

Критерий наибольших касательных напряжений или 3-я теория 
прочности. По этой теории [107], если наибольшее касательное напряже-
ние в материале достигает своего критического значения, то  это единст-
венное условие наступления предельного состояния для всего материала.  

Эта теория прочности хорошо подтверждается на практике для мате-
риалов, которые одинаково хорошо работают на растяжение и сжатие. К 
недостатку этого критерия можно отнести то, что ее он не учитывает сред-
него по величине главного напряжения, оказывающего влияние во многих 
случаях на прочность материала, хотя, возможно, и незначительное, как 
показывают опыты. 

Ввиду сдвиговой природы необратимых деформаций в металлах кри-
терий наибольших касательных напряжений особенно эффективен при оп-
ределении начала их пластического течения. В этом случае значение пре-
дела прочности материала ߪВ, совпадает с пределом текучести материала и 
критерий представляет собой условие текучести Треска. 

Критерий удельной потенциальной энергии формоизменения − 4-я 
теория прочности (второе название). Критерием прочности, в соответствии 
этой теорией [107], принимается количество удельной потенциальной 
энергии формоизменения, которое накоплено в деформированном мате-
риале конструкции. При достижении предельного значения удельной по-
тенциальная энергия формоизменения материала  и вследствие наступле-
ния его текучести достигается опасное состояние деформированного эле-
мента, согласно этой теории. 

Поскольку потенциальная энергия  ̶  величина положительная незави-
симо от знака деформации, то рассматриваемая теория применима лишь к 
материалам, одинаково сопротивляющимся растяжению и сжатию. Удель-
ная энергия формоизменения с точностью до постоянного множителя сов-
падает с касательными напряжениями на площадке, равнонаклоненной к 
трем главным осям. Поэтому этот критерий можно рассматривать также 
как критерий октаэдрических касательных напряжений. 

Четвертая теория прочности получила широкое распространение для 
описания условий перехода различных материалов в пластическое состоя-
ние, причем она дает более точные результаты, чем критерий наибольших 
касательных напряжений. В такой трактовке рассматриваемый критерий 
известен в литературе также как условие текучести Мизеса. 

Критерий Кулона-Мора [107]. Предполагается, что прочность мате-
риала, в соответствии с этим критерием, зависит главным образом от вели-
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чины и знака наибольшего ߪଵ и наименьшего ߪଷ главных напряжений для 
общего случая напряженного состояния конструктивного элемента (по-
грешность, обычно не превышает 12…15% и связанна с тем, что не учиты-
вается напряжение ߪଶ). Поэтому любое напряженное состояние можно 
представить одним кругом Мора, который строится по главным напряже-
ниям ߪଵ и ߪଷ, следуя этому предположению. При этом построенный на 
этих напряжениях круг Мора будет называется предельным, если при дан-
ных ߪଵ и ߪଷ нарушается прочность материала.  

Теория прочности Кулона-Мора обладает существенным преимуще-
ством перед 1-й и 2-й теориями и позволяет описать поведение  материа-
лов при разрушении, обладающих разным сопротивлением растяжению и 
сжатию (хрупких материалов).  

Огибающие кругов Мора разные авторы интерпретировали аналитиче-
ски различными кривыми и тем самым значительно расширили возможности 
теории. Предлагались различные виды огибающей главных кругов Мора как 
частные выражения зависимости касательного напряжения ߬ = f(ϭ): прямая 
[81], парабола [130], циклоида [131], кривая Перлина [146] и др. 

Отличаясь большой широтой в смысле охвата явлений, обнаруживае-
мых при опыте, теория Мора продолжала совершенствоваться и развивать-
ся [30, 139, 152, 156]. Подробное изложение этой теории и ее критический 
анализ имеется в работах [81, 122, 139]. 

Классические критерии прочности впоследствии получили свое раз-
витие в новейших энергетических и деформационных критериях. 

Однако, разработку теории прочности очень задерживает отсутствие не-
обходимого экспериментального и теоретического материала о механизме 
пластической деформации. Поэтому, чисто феноменологический подход 
многих исследователей при выдвижении новых гипотез можно считать на 
данном этапе развития науки о прочности вполне обоснованным. 

Большинство новейших энергетических теорий укладывается в рамки 
высказанной А. Надаи [81] гипотезы о том, что в предельном состоянии 
октаэдрическое касательное напряжение ࣎окт является функцией октаэдри-
ческого нормального напряжения ࣌окт записывается в виде зависимости 

 ࣎окт = ઊ(࣌окт), 
 
Так· Ф. Шлейхером была предложена гипотеза [201], по которой сле-

дует, что опасное состояние материала наступает при определенном значе-
нии полной удельной потенциальной энергии, причем критическое значе-
ние для нее является функцией шарового тензора. Гипотеза Шлейхера 
плохо подтверждается имеющимися экспериментальными данными и по-
этому не получила распространение. 

Еще более универсальной является гипотеза Бужинского [166], со-
гласно которой опасное состояние материала наступает при достижении 
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энергией, состоящей из энергии формоизменения и некоторой части энер-
гии изменения объема, определенного критического значения, являющего-
ся в свою очередь линейной функцией шарового тензора. 

С гипотезой Бужинского тождественно совпадает теория прочности 
Ю. И. Ягна [168] , хотя она базируется на совершенно других представле-
ниях. Исходя из геометрических соображений о форме предельной по-
верхности изотропных материалов Ю. И. Ягн полагает, что уравнение по-
верхности, интерпретирующей теорию прочности в пространстве напря-
жений, необходимо искать в виде уравнения второй степени, которое сим-
метрично по отношению ко всем трем главным напряжениям. 

П.П. Баландиным [7] был предложен критерий прочности, основан-
ный на предположении, что предельное значение удельной потенциальной 
энергии формоизменения является функцией шарового тензора, причем в 
первом приближении эта функция принята линейной. Легко показать, что 
такая гипотеза является частным случаем гипотезы Бужинского. 

Аналогичное уравнение было предложено Г. А. Гениевым [30] как 
своего рода обобщение критерия прочности Мора и теории наибольших 
нормальных напряжений. Систему предельных поверхностей, составлен-
ную тремя парами плоскостей, параллельных координатным (критерий 
наибольших нормальных напряжений), и поверхность, интерпретирующую 
в пространстве напряжений критерий Мора, Г.А. Гениев предлагает ап-
проксимировать параболоидом вращения, ось которого наклонена к осям 
координат, а вершина находится в точке, соответствующей пределу проч-
ности при всестороннем растяжении. Уравнение этого параболоида при-
нимается за условие прочности. 

Дальнейшее обобщение гипотезы с целью ограничения области пре-
дельного сопротивления при плоском напряженном состоянии, в частности 
при двухосном сжатии, Г. А. Гениев и В.Н. Киссюк предлагают провести 
путем введения в общее условие прочности третьего инварианта девиатора 
напряжений [31]. 

Предполагая, что между касательными и нормальными напряжениями 
в октаэдрической плоскости существует линейная зависимость, А. И. Бот-
киным впервые было предложено следующее условие прочности: 

 ࣎окт ≤ ࢔)࢓ + ࣌окт), 
 

где коэффициенты m и n находятся через пределы прочности при растяже-
нии и сжатии. 

Рассмотрим еще некоторые теоретические работы, посвященные во-
просу оценки прочности материалов при сложном напряженном состоя-
нии, в основу которых положены в качестве критериев функции деформа-
ции или функции напряжений. 
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Г. А. Дощинский [45] считает, что наступление предельного состоя-
ния материала определяется величиной абсолютных значений компонен-
тов деформаций. Общей мерой этой величины служит среднее квадратич-
ное от ε1, ε2 и ε3. Для распространения такого предположения на хрупкие 
материалы Г.А. Дощинский [45] принимает, что предельное значение 
среднеквадратичной деформации линейно зависит от относительной вели-
чины объемной деформации. 

В отличие от теории А.И. Боткина условие Г.А. Дощинского учитыва-
ет влияние на прочность упругих характеристик материала. Это имеет 
смысл, так как упругое поведение хрупких материалов наблюдается почти 
до разрушения. 

А. Ю. Ишлинским предложена «гипотеза прочности формоизмене-
ния», которая, как отметил сам автор, в известном смысле сочетает идеи 
гипотез Губера-Мизеса и Кулона [50]. 

За факторы, определяющие начало текучести, здесь принимаются ве-
личины, характеризующие формоизменение элемента материала. 

Предел текучести при чистом сдвиге, согласно этой теории, должен 
составлять 2/3 предела текучести при растяжении: 

 ࣎к = ૙, ૟૟ૠ࣌т, 
 

В работе [67] описана гипотеза, предложенная А. Ф. Липатовым. Эта 
гипотеза исходит из учета изменчивости хрупко-пластических свойств ма-
териала в зависимости от шарового тензора: с увеличением всестороннего 
сжатия хрупкий материал приобретает пластические свойства и, начиная с 
определенной величины гидростатического давления, ведет себя как пла-
стическое тело, разрушаясь при значительных деформациях. 

Недостатком критерия Липатова является игнорирование промежу-
точного нормального напряжения σ2, влияние которого на предельное со-
стояние материала можно считать доказанным. 

Гипотеза Зенделя, описанная в работах [107] и [122], основывается на 
предположении, что предельное состояние материала наступает, когда 
максимальная деформация сдвига γmax достигает определенной величины, 
зависящей от средней линейной деформации. 

К аналогичному выводу пришли Η. Н. Давиденков и И. И. Тарасенко 
[43, 148]. 

Для хрупких материалов условие прочности, по мнению И. И. Тара-
сенко [148],следует искать в виде 

 ࣌૚ + ૙࣌ࣄ =  ,࢚࢙࢔࢕ࢉ
 

При сравнении результатов теоретических расчетов с экспери-
ментальными данными было замечено, что для каждой гипотезы есть об-
ласть напряженных состояний, в которой теория наиболее хорошо согла-
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суется с опытом. Это обстоятельство привело к мысли о целесообразности 
разделения предельной поверхности на ряд поясов, из которых один пояс 
может оказаться, например, цилиндром, другой − конусом и т. д. 

Концепция о невозможности описания предельного состояния мате-
риала одним уравнением наиболее ярко выражена в объединенной теории 
прочности Давиденкова-Фридмана [43]. 

На целесообразность разделения предельной поверхности на ряд поя-
сов указывали также Бекер [22],Буртон [175], Давиденков [43], Вайглер 
[210] и др. 

Критерий прочности материала в работе [108], авторов Г.С. Писа-
ренко и А. А. Лебедева, предлагается искать в виде инвариантных по от-
ношению к напряженному состоянию функций касательных напряжений и 
максимального нормального напряжения считая, что наступление пре-
дельного состояния обусловлено способностью материала оказывать со-
противление как касательным, так и нормальным напряжениям,. Предло-
жен, например, критерий в следующей линейной форме [108]: 

 ߬окт +݉ଵߪଵ ≤ ݉ଶ,                                           (1.1) 
 

где константы m1 и m2материала выражаются через предельные напряже-
ния  ࣌ои ࣌оି  при одноосном растяжении-сжатии. Тогда условие (1.15) при-
мет вид 

 ૜√૛χ࣎окт +	(૚ − ࣑)࣌૚ ≤ ࣌о,		χ=࣌о/࣌оି .                          (1.2) 
 

Для материалов, находящихся в пластическом состоянии, ࣌о= ࣌оି , χ = 1и 
выражение (1.2) преобразуется в уравнение теории формоизменения для прак-
тических расчетов. При этом для идеально хрупкого материала χ = 0 выраже-
ние (1.2) преобразуется в уравнение для первой теории прочности.  

Предельная поверхность (1.2) представляет собой фигуру равнона-
клоненную к главным осям, в которую вписана шестигранная пирамида, и 
которая в свою очередь соответствует упрощенной теории прочности Мо-
ра (при 0	 ≤ χ	 ≤ 1). 

Более обширное и подробное описание критериев прочности можно 
найти в работах [71, 81, 107, 108, 122, 131]. 
 
 
1.2. Анализ критериев предельного состояния материала  
с позиций механики трещин 
 

Наличие в реальном теле остроконечных концентраторов напряжений, в 
частности дефектов типа трещин, принципиально усложняет его расчет на 
прочность. В таких случаях классические подходы механики сплошных сред 



13 
 

приводят к некорректным результатам. Не существует моделей и критериев в 
классических теориях прочности для расчета предельного состояния мате-
риала, находящегося в хрупком состоянии и имеющего остроконечные де-
фекты типа трещин. В этих теориях не учитывается особое напряженно-
деформированное состояние материала около вершины остроконечного де-
фекта − трещины в процессе деформации тела, что не позволяет решить зада-
чу о прочности элементов конструкций, изготовленных из этого материала. 
Это обусловлено тем, что радиус закругления вершины такого концентратора 
соизмерим с параметрами структуры самого материала. 

Основная идея неклассического подхода (механики разрушения мате-
риалов) сводится к следующему. Считается, что переход элемента дефор-
мируемого тела из сплошного состояния в состояние разрушения сопро-
вождается промежуточным состоянием, которое следует обязательно учи-
тывать при решении задачи о прочности тела с дефектами типа трещин. 
Важнейшей особенностью областей деформируемого твердого тела, в ко-
торых возникает состояние предразрушения (области предразрушения) за-
ключается в том, что материал в них всегда деформирован за предел упру-
гости и что именно в них происходит наиболее интенсивное пластическое 
течение, взаимодействие с окружающей средой, диффузионные процессы, 
повреждаемость материала и другие явления, предопределяющие в конеч-
ном счете локальное разрушение материала. 

Следовательно, при оценке прочности твердого тела необходимо учи-
тывать его локальные физико-механические свойства, например, способ-
ность оказывать сопротивление распространению в нем трещин − его тре-
щиностойкость. Учет состояний предразрушений материала в рамках ме-
ханики сплошных сред требует введения новых (по сравнению с классиче-
скими) расчетных моделей и концепций. Поскольку основными характери-
стиками, контролирующими поведение материала в вершине трещины, яв-
ляются напряжения, деформации и энергия, то все критерии механики раз-
рушения· аналогично классическим теориям прочности, делятся на энерге-
тические, силовые и деформационные [5,53−55,94−101, 122, 156, 169]. 

Рассмотрим вначале энергетические критерии разрушения и в первую 
очередь критерий Гриффитса-Орована. 

А.А. Гриффитс [184] на основании опытов по разрушению тел сделал 
вывод, что распространение трещины приводит к уменьшению энергии 
упругих деформаций тела за счет его разгрузки вблизи распространяю-
щейся трещины и увеличения его поверхностной энергии в результате об-
разования новых поверхностей тела. 

Е. О. Орован [196] и другие исследователи в 1950-е годы распростра-
нили концепцию Гриффитса наквазихрупкое разрушение материалов.   
Е.О. Орован предложил изменить подход А. А. Гриффитса при изучении 
распространения трещины в квазихрупком материале, таким образом, на-
ряду с поверхностной энергией материала учитывать также удельную ра-
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боту пластической деформации, сосредоточенную в тонком слое у контура 
трещины, т.е. работу, затрачиваемую на образование единицы новой по-
верхности. 

Таким образом, концепция Гриффитса была распространена на ме-
таллические материалы. Однако этот подход справедлив для малых пла-
стических зон, и, следовательно, условий ограничения на материалы и 
геометрические параметры тел теория Гриффитса-Орована не содержит. 

Применительно к идеально упруго-пластическим телам энергетиче-
ский критерий предельного равновесия тел с трещинами сформулирован в 
работе [81] как интегральный вариационный принцип теории трещин, 
в котором, кроме того, указаны также условия для определения характери-
стик зоны предразрушения. 

Общий энергетический подход к описанию развития трещины в про-
извольных сплошных средах, основанный на представлении о «тонкой 
структуре» конца трещины, изложен Г.П. Черепановым [164]. 

Критерий R−кривых [98]. Для описания разрушения, когда у контура 
трещины возникают зоны больших пластических деформаций и если раз-
меры этих зон соизмеримы с размерами тела и трещины, применяют более 
общие энергетические подходы, которые основаны, как и теория Гриффит-
са, на балансе скоростей изменения составляющих энергии деформирован-
ного тела в процессе развития трещины. Если выполняется равенство 

 
G1= R. 

 
где G1 − потенциальная энергия тела при расширении трещины, R − удель-
ное сопротивление увеличению длины трещины в материале, то рост тре-
щины устойчивый и поэтому данное равенство используется для описания 
такого роста. 

Метод R-кривых уязвим, поскольку в нем не учтена вся геометрия те-
ла и условия нагружения. 

Критерий J-интеграла (критерий Черепанова-Райса [115, 164]). В 
этом критерии разрушения не предполагается никаких ограничений ни на 
размер пластической области, ни на степень докритического роста трещи-
ны. Если в упругопластическом теле с трещиной напряжения монотонно 
возрастают и разгрузки нигде нет, то поведение такого материала может 
быть описано соотношением нелинейной теории упругости. 

Согласно критерию J-интеграла трещина начинает расти, когда J-
интеграл достигает критического значения, постоянного для данного мате-
риала, т.е. когда J = J1c. Величина J1c считается характеристикой материала 
и называется предельным (критическим) значением J-интеграла. 

Для экспериментального определения величины J1c используют метод 
испытания образцов, которые отличаются лишь длиной трещины. Впервые 
экспериментальный метод определения трещиностойкости материала в 



15 
 

виде эффективной поверхностной энергии был предложен В. В. Панасю-
ком и С. Е. Ковчиком [94]. 

Для определения величины J1c очень важно точно установить, когда 
же начинается рост трещины. Однако по диаграмме нагрузка-перемещение 
момент роста трещины уловить трудно, ибо различить на ней нелинейно-
сти, связанные с ростом трещины, сложно. 

Используемые в вышеперечисленных критериях предельного равно-
весия тел с трещинами величины γn, Rc, J1c характеризуют степень сопро-
тивления материала распространению в нем трещин и поэтому названы 
характеристиками трещиностойкости материалов. 

Несмотря на то, что исторически первым критерием механики раз-
рушения был предложенный А.А. Гриффитсом энергетический [183] , наи-
более широкое распространение в инженерных приложениях получили си-
ловые подходы, связанные с использованием введенного Дж. Р. Ирвином 
понятия коэффициента интенсивности напряжений [189]. Описание раз-
рушения с этих позиций отличается относительной простотой и ясностью, 
поскольку исключается применение таких трудноопределимых характери-
стик как истинная поверхностная энергия, работа локальной пластической 
деформации, которые фигурируют в других подходах и критериях. 

Силовые критерии хрупкого и квазихрупкого разрушения. Посколь-
ку для идеально упругого тела напряженно-деформированное состояние у 
фронта трещины размера l, вызванное внешней нагрузкой ϭ, полностью 
определяется коэффициентами интенсивности напряжений K1, K2, K3, 
именно эти величины и лежат в основе силовых критериев линейной меха-
ники разрушения. В этом случае критериальное уравнение будет содер-
жать параметры K1, K2, K3, а также некоторые константы материала Ci, т.е. 
его можно записать так [158]:  

 
F(K1, K2, K3, Ci) = 0  (i = 1,2,3,…).                             (1.3) 

 
Соотношение (1.3) описывает в координатах (K1, K2, K3) некую пре-

дельную для данного материала поверхность, при достижении которой 
трещина переходит из устойчивого в неустойчивое состояние (начинает 
распространяться). 

Впервые критерий типа (1.3) был предложен Дж. Р. Ирвином [190] для 
разрушения квазихрупких тел по механизму нормального отрыва. Форму-
лируется он следующим образом: трещина начинает распространяться в 
том случае, если коэффициент интенсивности напряжений достигает кри-
тического для данного материала значения:  

для плоской деформации 
 

K1 = K1c,                                                    (1.4) 
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для плоского напряженного состояния 
 

K1* = Kc,                                                    (1.5) 
 

Здесь K1* = K1 (ߪ∗,l), где ߪ∗− предельное значение приложенной на-
грузки ϭ. 

Аналогично критерию Ирвина условие страгивания трещины при по-
перечном сдвиге (K1 = K3= 0) представляется в виде 

 
K2* = K2с      (K2* = K2(ߪ∗,l)),                                    (1.6) 

 
а при продольном сдвиге (K1 = K2= 0) – в виде 

 
K3* = K3с      (K3* = K3(ߪ∗,l)),                                   (1.7) 

 
Принципиальное различие величин, расположенных в левой и правой 

частях критериальных соотношений (1.6), (1.7) заключается в том, что K1*, 
K2*, K3* отражают геометрическую форму тела с трещиной и условия его 
нагружения.K1с, K2с, K3с – характеристики материала, которые по аналогии 
с пределами текучести и прочности, остаточным удлинением и др. отра-
жают вполне определенное свойство материала – способность сопротив-
ляться распространению в нем трещин (его трещиностойкость). 

Для микронеоднородного тела, в котором для отдельных его сос-
тавляющих совместно реализуются различные механизмы разрушения, 
функциональная зависимость (1.3) имеет более сложный вид. 

Выполнение критериев (1.4)-(1.7) свидетельствует о наступлении пре-
дельного равновесного состояния тела с трещиной. Однако в таком со-
стоянии рост трещины может быть как устойчивый, так и неустойчивый. 
Во втором случае трещина начинает двигаться по достижении нагрузкой 
критического значения, определяемого из критерия разрушения. Область 
неустойчивых состояний равновесия характеризуется неравенствами 

࣌ࢊ  ⁄࢒ࢊ ≤ ૙  или		࢒ࢊ/࢏ࡷࢊ ≤ ૙. 
 

Между силовыми и энергетическими критериями разрушения сущест-
вует связь. Так, для плоской деформации 

૛ࢉ૚ࡷ  =  ૛,                                               (1.8)ࣆ૚ିࢉ૚ࢍࡱ
 

для плоского напряженного состояния 
૛ࢉ૚ࡷ  =  ,ࢉ૚ࢍࡱ
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где ࢍ૚ࢉ = ൜ ૛ࢽ,−	для	хрупкого	тела,ࡶ૚ࢉ − для	упругопластического	тела. 
 

Зависимости (1.8) часто используются при комбинированном приме-
нении энергетических и силовых критериев для определения прочности 
упругопластических тел с трещинами по одному критерию, а характери-
стики трещиностойкости его материала – по другому, в техническом от-
ношении легко реализуемому. 

В зависимости от пластических свойств материала, сложности гео-
метрии элемента конструкции и содержащихся трещин, а также характера 
напряженно-деформированного состояния в нем выбирается тот или иной 
подход к определению предельного равновесного состояния. Для метал-
лов, обладающих повышенной пластичностью, более эффективен дефор-
мационный подход. В его основу положены деформационные критерии 
локального разрушения тел с трещинами, которые наиболее полно соот-
ветствуют разрушению пластичных материалов и вместе с тем практиче-
ски могут быть реализованы для многих тел с трещинами. 

КРТ−критерий. В расчетах дефектных материалов на прочность с 
применением KPT-критерия используют классический деформационный 
критерий прочности [136] 

,࢒)࢞ࢇ࢓ࢿ  ࣌∗) =  ,ࢉࢿ
 

где ࢞ࢇ࢓ࢿ – максимальная растягивающая деформация в окрестности тре-
щины (зоне предразрушения) длиной l; ࣌∗ − предельное напряжение, при-
ложенное симметрично плоскости трещины к упругопластическому телу 
извне; ࢉࢿ – предельная растягивающая деформация для материала тела. 
Экспериментально установлено, что этот критерий наиболее применим для 
материалов с повышенной пластичностью, однако трудно реализуем в 
прямом применении для тел с трещинами, так как предполагает определе-
ние величины ࢞ࢇ࢓ࢿ в зоне предразрушения. 

Двухпараметрический деформационный критерий. Локальное раз-
рушение трехмерных тел с трещинами и большой текучестью материала за 
ее пределом δk – модель уже не может достаточно корректно описать. Для 
таких случаев предлагается двухпараметрический деформационный крите-
рий [87]. Этот критерий называется двухпараметрическим так как содер-
жит одновременно две группы базовых параметров, характеризующих 
свойства материала – трещиностойкость и макропластичность (пластич-
ность больших объемов). 

Деформационный критерий для тел с щелевыми дефектами. Этот 
критерий позволяет определить критическое значение внешней нагрузки 
для тел как с острыми трещиноподобными дефектами, так и с дефектами, 
вершины которых закруглены [87]. 
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Более подробный обзор механических критериев предельного на-
пряженного состояния имеется в работах [11, 34, 53, 71, 81, 107, 108, 122, 131]. 
 
 
1.3. Методы решения плоских задач  
для тел с концентраторами напряжений 
 

Оценка несущей способности элементов конструкций с концентрато-
рами включает в себя два основных этапа: 1) формулировка физико-
механических концепций и критериев локального разрушения материала в 
зоне концентрации напряжений; 2) составление на этой основе критери-
альных уравнений и определение поля напряжений и деформаций около 
концентратора в нагруженном элементе. 

Подходы, используемые исследователями на первом этапе, изложены 
в разделах 1.1, 1.2. На втором этапе необходимо в наиболее эффективной 
для рассматриваемых задач форме построить общее решение дифференци-
альных уравнений упругого равновесия тел с концентраторами, а затем по 
заданным граничным условиям и полученному общему решению свести 
задачу к соответствующим критериальным уравнениям и разработать ме-
тоды решения этих уравнений. В литературе известно множество различ-
ных методов и их модификаций для решения задач теории упругости. В 
данном разделе изложены некоторые основные методы решения статиче-
ских задач теории упругости и механики трещин. 

Для решения плоских и антиплоских задач теории упругости для тел с 
вырезами и трещинами широко используются методы теории функций 
комплексного переменного (подходы Мусхелишвили [79,80], Савина 
[123], Вестергарда [203], Си [202], Райса [197], Лебера [190]). При помо-
щи этого метода решены разнообразные задачи о растяжении плоскости с 
одним эллиптическим вырезом или рядом круговых отверстий, о полубес-
конечной трещине и трещине конечной ширины в бесконечном упругом 
теле [132, 133, 202] и другие [79, 94, 188] с использованием техники кон-
формных отображений или [79, 190] когда отображающая функция имеет 
вид полинома или дробно-рациональной функции. 

Некоторые сложные плоские и пространственные задачи механики тре-
щин решены с применением метода асимптотических разложений [164]. 

Эффективные решения задач теории упругости найдены с помощью 
интегральных преобразований [80, 104, 132, 137,197]. 

Для решения плоских и пространственных задач теории упругости и 
механики трещин также используется аппарат сингулярных интегральных 
уравнений [87, 89, 111, 176]. Этим методом решены задачи о взаимодейст-
вии пустот эллипсоидной формы в полубесконечном пространстве, об од-
ной произвольно ориентированной трещине в полосе, о полосе с краевыми 
трещинами, о периодической системе трещин произвольной ориентации в 
упругой полосе и многие другие. 
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Подробный обзор плоских и пространственных задач теории упруго-
сти и механики трещин, решенных с помощью аналитических методов 
приведен в работах [2, 22, 65, 67, 86, 88−92, 99, 103, 106]. Имеется ряд 
справочников по коэффициентам концентрации и интенсивности напряже-
ний [125, 140, 201]. 

Определение напряженно-деформированного состояния (НДС) тел с кон-
центраторами является сложной математической задачей. Применение анали-
тических методов для решения большинства задач ограничено, и, зачастую, 
весьма трудоемко. На практике для задач со сложной геометрией и условиями 
нагружения чаше всего применяются различные численные методы. Появле-
ние и развитие ЭВМ привело к повышению эффективности численных мето-
дов, распространение которых вначале сдерживалось слабыми возможностями 
вычислительных машин, т.к. требовалось обрабатывать значительные объемы 
вычислительных операций и перерабатываемой информации. 

Численные методы расчета НДС, как правило, основываются на дис-
кретизации исходной задачи. Относительно дискретизованной задачи пред-
полагается, что ее решение может быть полностью определено конечным 
набором числовых коэффициентов (параметров). Эти коэффициенты часто 
связывают со значениями искомой функции в конечном множестве точек − 
узлов некоторой сетки, нанесенной на рассматриваемую область. В этом 
случае говорят о сеточных методах, к числу которых относятся ме-
тод конечных элементов (МКЭ), метод конечных разностей (МКР), ме-
тод граничных элементов (МГЭ) и некоторые другие численные методы. 

В соответствии с процедурой МКЭ [8, 29, 74, 77, 133, 147,180] рассмат-
риваемую область разбивают на конечные элементы – небольшие подобла-
сти, форма которых допускает простое параметрическое описание. Наиболее 
распространенные схемы МКЭ – смешанные и гибридные схемы, где неиз-
вестными одновременно являются узловые перемещения и напряжения либо 
другие комбинации искомых функций [29, 90, 98, 119, 117, 151]. 

Другим наиболее распространенным численным методом после МКЭ 
является метод конечных разностей [26, 46, 126, 147]. Этот метод основан 
на замене дифференциальных уравнений соответствующими уравнениями 
в конечных разностях. 

В настоящее время все большее внимание исследователей привлекают 
методы решения задач упругого равновесия, основанные на составлении и 
численном решении граничных интегральных уравнений. Метод гранич-
ных элементов [10, 20, 21, 40, 65,147,149,157] успешно применяется в ка-
честве универсального численного метода решения задач теории упруго-
сти и механики трещин. С его помощью можно решать задачи с использо-
ванием дискретизации только границы области, в то время как МКЭ и 
МКР этого не позволяют. 

Метод потенциала [56, 68] сводит краевые задачи механики упругого 
тела к соответствующим интегральным уравнениям. Метод позволяет по-
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нижать размерность задачи, поэтому часто применяется при решении 
трехмерных задач. 

Метод граничных коллокаций (МГК) [180] позволяет вместо диффе-
ренциальных уравнений использовать систему линейных алгебраических 
уравнений. Метод значительно упрощает решение задачи, однако область 
его применения ограничена. Кроме перечисленных методов в последнее 
время ведутся разработки комбинированных численных методов. 

Наряду с описанными выше аналитическими и численными методами 
в расчетах на прочность широкое распространение получили приближен-
ные методы, основанные на использовании гипотезы плоских сечений, ис-
пользуемой в сопротивлении материалов. 

Несмотря на высокую эффективность современных численных мето-
дов экспериментальные методы широко используются при решении задач 
прочности ослабленных элементов конструкций. Это обусловлено тем, что 
на практике очень часто встречаются задачи по исследованию НДС конст-
руктивных элементов, не имеющие теоретического решения. К основным 
группам экспериментальных методов исследования НДС деталей и эле-
ментов машин относятся электротензометрический, поляризационно-
оптический, проникающих излучений, муаровых полос и делительных се-
ток, оптически чувствительных покрытий, хрупких тензочувствительных 
покрытий. Наиболее полное описание экспериментальных методов дано в 
работах [58, 60, 84, 105, 163, 164, 174]. 
 
 
1.4. Выводы по разделу 1 
 

В настоящее время имеется два основных подхода для описания пре-
дельного состояния нагруженного тела. Первый подход применяется для 
расчета прочности сплошных материалов и описывает предельное состоя-
ние в точке. 

Существует ряд частных теорий [107,131], которые позволяют оце-
нить прочность сплошного материала. При построении критериев прочно-
сти, как правило, учитывают только один параметр, характеризующий 
прочность на разрыв (࣌В), пластичность (࣌Т) или деформативность (ࢿС) ре-
ального материала. Эффективность расчетов по этим критериям во многом 
зависит от выбора того из них, который наиболее соответствует реальным 
свойствам используемого материала и условиям его работы. Наряду с этим 
сложность в выборе критерия прочности часто обусловлена наличием в те-
ле концентратора (например, отверстия), который вносит существенное 
перераспределение напряженного состояния. При этом предельное состоя-
ние материала достигается не во всем теле сразу, а лишь в ограниченном 
объеме. Однако, как показывает опыт, разрушение всего тела не происхо-
дит тотчас по достижении предельного состояния в какой-либо точке на-
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груженного тела с концентратором. Для полного разрушения необходимо 
увеличить нагрузку на испытуемый элемент. При этом величина критиче-
ского номинального напряжения ࣌кном, подсчитанного по ослабленному се-
чению пластины с отверстиями, значительно меньше предела прочности ࣌В данного материала. 

Таким образом, критерии прочности, рассматривающие наступление 
предельного состояния тела с позиции сплошности материала, несостоя-
тельны для тел с концентраторами типа отверстие. 

Второй подход в теории прочности связывает наступление предельного 
состояния тела с появлением трещин [75, 166, 173]. При этом необходимо 
учитывать локальные физико-механические свойства твердого тела и, в пер-
вую очередь, способность оказывать сопротивление распространению в нем 
трещин. Важнейшей особенностью локальных областей деформируемого 
твердого тела, в которых возникают состояния предразрушения, заключается 
в том, что материал в них всегда деформирован за предел упругости и что 
именно в них происходит наиболее интенсивное пластическое течение, пре-
допределяющее, в конечном счете, локальное разрушение материала. Поэто-
му методы механики разрушения нельзя в чистом виде использовать для оп-
ределения критической нагрузки в телах с концентраторами, отличными от 
трещин, т.к. нетрадиционные концентраторы создают менее значительное 
локализованное напряженное состояние, чем трещины. 

На основании вышесказанного можно делать следующие выводы. 
Классические и новые критерии прочности описывают предельное со-

стояние материала в точке и для их использования необходимо, чтобы 
предельная нагрузка была достигнута по всему сечению тела. В противо-
положность этому критерии механики разрушения позволяют определять 
предельную нагрузку для тела с трещиной, когда критическая нагрузка 
достигается в весьма малом объеме тела. Поэтому можно предположить, 
что расчет критического состояния тел с концентраторами, отличными от 
трещин, должен включать в себя, с одной стороны, определение предель-
ного напряженного состояния в теле с концентратором с учетом сплошно-
сти материала, а с другой стороны − использование методов механики раз-
рушения с момента зарождения трещин в наиболее напряженном месте. 

В прочностных расчетах широко применяются экспериментальные, 
аналитические. приближенные аналитические и численные методы, обзор 
которых дан выше, для определения напряженно-деформированного со-
стояния элементов конструкций при наличии концентраторов напряжений. 

С использованием аналитических методов можно получить точное 
решение, но лишь для ограниченного круга задач, ввиду сложности по-
строения точной математической модели, которая бы учитывала все мно-
гообразие силовых и температурных факторов, влияющих на напряженное 
состояние элементов конструкций. Получены аналитические решения, в 
основном, для тел бесконечных размеров. При использовании эксперимен-
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тальных методов сложности возникают при измерении больших градиен-
тов напряжений возле концентратора. Учитывая вышеизложенное, весьма 
актуальной задачей на сегодня остается разработка численных и прибли-
женных инженерных методов определения напряженно-деформированного 
состояния элементов конструкций при наличии концентраторов напряже-
ний с вырезами и трещинами. 
 
 
2. ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН  
С ВЫРЕЗОМ ИЛИ ПОВРЕЖДЕНИЕМ 
 
 

В настоящее время существует два подхода для определения предель-
ного состояния нагруженного тела. Классические и ряд новых критериев 
прочности [107, 131] дают возможность установить предельное состояние 
материала в точке. Согласно этим критериям предельная нагрузка для тела 
будет соответствовать такому случаю, когда предельное состояние мате-
риала будет достигнуто во всех точках опасного сечения. В противопо-
ложность этому, критерии механики разрушения [75, 162, 172] позволяют 
определять предельную нагрузку для тела с трещиной, когда критические 
напряжения достигаются в весьма малом объеме тела. 

На основании этого можно предположить, что расчет критического 
состояния тела с концентратором, отличным от трещины, должен вклю-
чать в себя, с одной стороны, определение протяженности зоны предель-
ного состояния материала возле концентратора на основании использова-
ния критерия прочности сплошного материала, а с другой стороны − при-
менение критерия механики разрушения для определения критического 
размера этой зоны. 

В данной главе рассматривается вопрос об определении предельного 
состояния изотропной пластины конечной ширины, ослабленной цен-
тральным круговым отверстием (вырезом) или пробоем и подверженной 
равномерному растяжению в одном направлении. Расчеты основаны на со-
вместном использовании критериев прочности материала механики 
сплошных сред и механики разрушения. 
 
 
2.1. Характеристика и описание предлагаемого способа.  
 

Из экспериментальных данных известно, что в момент разрушения 
пластины с отверстием предельное напряженное состояние не достигается 
по всему ослабленному сечению. По достижении некоторой нагрузки воз-
ле отверстия в опасном сечении возникает зона предельного состояния ма-
териала. В этой зоне будет наблюдаться нарушение сплошности материа-
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ла, что эквивалентно образованию трещины. При дальнейшем увеличении 
нагрузки зона предельного состояния (трещина) будет увеличиваться до 
тех пор, пока трещина не достигнет критической длины. После чего про-
изойдет практически мгновенное разрушение пластины. 

За модель статического разрушения хрупких материалов принимают-
ся следующие условия: 

 

ϭэкв ≥ ϭВ ⱱ ϭ1  ≥Sk,     (2.1) 
 

где ϭэкв определяется по теории прочно-
сти Писаренко-Лебедева; ϭВ − предел 
прочности; ϭ1 − главное напряжение; 
ⱱ − знак логического суммирования; Sk, 
− истинное сопротивление отрыву. 

В качестве условия разрушения 
используется условие Ирвина 

 
K1 = Kс,  (2.2) 

 
где K1 и Kс − коэффициент интенсив-
ности напряжений (КИН) нормально-
го отрыва и его критическое значение 
в случае плоского напряженного со-
стояния. 

Рассмотрим применение предло-
женного способа для определения 
предельного состояния растянутой 
пластины конечной ширины с цен-
тральным круговым вырезом (рис.2.1). 
Боковая поверхность полосы 
и контур отверстия свободны от 
внешних нагрузок. На достаточном 

удалении от отверстия в поперечных сечениях полосы действуют равно-
мерно распределенные растягивающие напряжения. 

Ниже более подробно описывается сущность разработанного способа. 
Для решения поставленной задачи, т.е. для определения критического раз-
мера зоны предельного состояния материала возле концентратора напря-
жений, нам необходимо иметь две расчетные кривые (рис. 2.2). Кривая 1, 
на рисунке 2.2, характеризует зависимость длины зоны предельного со-
стояния материала d возле отверстия от величины напряжения ϭ0, прило-
женного к торцам пластины. Кривая 2 – это зависимость критического на-
пряжения на торцах пластины от длины радиальной трещины d, выходя-
щей на контур отверстия в опасном сечении. Абсцисса этой точки пересе-
чения дает критический размер dk зоны предельного состояния материала, 

 
 

Рис. 2.1. Пластина с центральным  
круговым отверстием 
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а ордината − значение напряжения на торцах пластины, при котором про-
изойдет разрушение элемента. 

Для определения размера зоны пре-
дельного состояния материала возле отвер-
стия необходимо решить упруго-пластичес-
кую задачу о концентрации напряжений 
(первая задача). Чтобы построить кривую 2 
надо найти зависимость коэффициента ин-
тенсивности напряжений от геометрических 
размеров пластины, диаметра отверстия и 
длины радиальной трещины (вторая задача). 

В общем случае решение упругопла-
стической задачи об определении напря-
женного состояния в пластине конечной 
ширины с отверстием является весьма 
сложной. Поэтому для упрощения задачи  

принимается,  что  напряжения в пластине возрастают по упругому закону 
вплоть до предельного своего значения, определенного условием (2.1). Однако 
и для упругого решения рассматриваемой задачи имеются лишь графические 
зависимости [164], по которым невозможно точно определить напряжения на 
малом удалении от отверстия. Погрешность определения напряжений из-за 
большой кривизны графика возле концентратора может доходить до 15%. 

В работе [65] на основе численного решения задачи о растяжении поло-
сы с центральным отверстием и двумя радиальными трещинами с помощью 
метода конечных элементов построена аппроксимирующая формула для 
КИН. Относительная погрешность данной формулы для длинных тре-
щин (d/R > 0.1) не превышает 5%. Однако для коротких трещин (d/R < 0,1), 
при которых и происходит, в основном, разрушение пластины, погрешность 
вычислений значительно возрастает. Графические зависимости КИН от дли-
ны трещины, приведенные в [201].также дают большую погрешность вычис-
ления КИН для коротких трещин из-за большого наклона кривых. Относи-
тельная погрешность вычислений при этом доходит до 15…20%. 

В связи с отмеченными недостатками, присущими указанным реше-
ниям, и необходимостью повышения их точности ниже предлагаются спо-
собы определения напряженного состояния в ослабленном сечении полосы 
с центральным отверстием и КИН в полосе с центральным отверстием и 
двумя радиальными трещинами. 
 
 
2.2. Задача о концентрации напряжений в пластине с отверстием 
 

Концентрация напряжений − один из основных факторов определяю-
щих прочность и долговечность конструкций. Снижение концентрации на-
пряжений позволяет создавать более надежные, более легкие и удобные в 

 

 
 

Рис. 2.2. Определение предельного 
состояния пластины с отверстием 
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эксплуатации, а также более экономичные конструкции. Поэтому создание 
машин и конструкций с наименьшей концентрацией напряжений является 
одной из важнейших задач. 

Ниже предложен вариант решение задачи о концентрации напряже-
ний в пластине с отверстием. На рис. 2.3 изображена пластинка, подвер-
женная однородному растяжению в направлении оси x. Если в пластинке 
имеется малое круглое отверстие, то распределение напряжений вблизи 
этого отверстия изменится; однако в соответствии с принципом Сен-
Венана можно сделать вывод, что этим изменением можно пренебречь на 
расстояниях, достаточно больших по сравнению с радиусом отверстия a. 

Рассмотрим часть пластинки внутри концентрической окружности ра-
диуса b, причем b >> a. Напряжения на окружности радиуса b будут почти 
такие же, как и в пластинке без отверстия. Таким образом, вместо расчета 
пластинки задача сводится к расчету толстостенного кольца, внутренний 
радиус которого a, внешний – b (рис. 2.3). 

 

 
Рис. 2.3. Пластина с отверстием 

 
Рассмотрим точку С, лежащую на внешней окружности кольца. Про-

ведем площадку, проходящую через точку С и перпендикулярную радиусу. 
На этой наклонной площадке напряжение ݌ = -в соответствии с из	,ߠݏ݋ܿߪ
вестной формулой сопротивления материалов при осевом растяжении. На-
пряжение р разложим на нормальное напряжение σr и касательное напря-
жение τΘr. При r = b [102] 

௥ߪ  = ߠݏ݋ܿ݌ = ߠଶݏ݋ܿߪ = 1)ߪ12 +   ,(ߠ2ݏ݋ܿ

 (2.3)߬௵௥ = ߠ݊݅ݏ݌− =   .ߠ2݊݅ݏߪ12−
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Эти усилия, действующие на внешнюю часть кольца, определяют 
распределение напряжений внутри кольца, которое можно рассматривать 
как состоящее из двух частей. Первая часть вызвана постоянной компо-
нентой σ/2 нормальных усилий, т.е. 

 
при  r =b		ߪ௥ = σ/2, ߬௵௥ = 0.                                  (2.4) 

 
Вторая часть вызвана усилиями 

 
при r = b,		ߪ௥ = ଵଶ ,ߠ2ݏ݋ܿߪ ߬௵௥ = − ଵଶ  (2.5)                      .ߠ2݊݅ݏߪ

 
Вначале найдем напряжения в кольце, при граничных условиях (2.4). 

Это известная задача Ламе [102]. 
Новый подход при решении задачи Ламе с использованием дифферен-

циального уравнения равновесия тела в перемещениях. 
Под именем этой задачи подразумевается нахождение напряжений в 

средней части длинной толстостенной трубы, которая находится под дей-
ствие равномерного внутреннего и/или внешнего давления. 

Дифференциальное уравнение равновесия в перемещениях при отсут-
ствии массовых сил записывается в виде [19]: 

ܝ∆  + ଵଵିଶఔ ∇(∇ ∙ (ܝ = 0.                                       (2.6) 
 

где ܝ – вектор перемещений, ߥ – коэффициент Пуассона, ∆ – оператор Ла-
пласа в трехмерном пространстве, ∇ – набла-оператор. 

В работе [19], используя известное соотношение [204]  
 2∇߮ = (߮܀)∆ −  ,߮∆܀
 

где ܀ = ܑୱݔୱ– радиус-вектор, уравнение равновесия (2.6) представлено в 
таком виде: 

 ∆ ቄܝ + ଵଶ(ଵିଶఔ) ∇)܀ ∙ ቅ(ܝ = 0                                  (2.7) 
 

с учетом того, что в случае отсутствия массовых сил объемное расширение ߆ = ∇ ∙  ,является гармонической функцией. Уравнение  (2.7) известно ܝ
как дифференциальное уравнение в форме Тедоне [204]. 

В работе [172], в отличии от работы [173], найден вектор перемеще-
ний ܝ, не определяя предварительно объемное расширение ߆: 

ܝ  = ۰ − ଵଶ(ଵିଶఔ)  ଷ∇߮,                                     (2.8)ݔ
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где B(ݔ) – гармонический вектор (∆۰ = 0), ߮ – некоторая скалярная функ-
ция, ݔଷ – ось декартовой системы координат. 

Выражение (2.8) удовлетворяет дифференциальному уравнению рав-
новесия (2.6), если функция ߮ подчиняется условиям: 

 ∆߮ = 0, 
ଵݔ߲߲߮  = 2(1 − 3(ߥ2 − ߥ4 ∇ ∙ ۰. 
 

В компонентах декартовой системы координат выражение (2.8) при-
нимает вид [172]: 

۔ۖەۖ
ଵݑۓ = ଵܤ − ଵଶ(ଵିଶఔ) ଷݔ డఝడ௫భ ଶݑ; = ଶܤ − ଵଶ(ଵିଶఔ) ଷݔ డఝడ௫మ ଷݑ; = ଷܤ − ଵଶ(ଵିଶఔ) ଷݔ డఝడ௫య .                                   (2.9) 

 
Будем искать решение задачи Ламе с использованием декартовой сис-

темы координат по аналогии с работой [102], но на основании выражений 
(2.9). 

Рассматриваемая задача принадлежит к разряду одномерных задач,  
ввиду того, что все перемещения в стенке трубы должны быть только 
функциями исключительно от радиуса трубы [168]. Также следует учесть 
то, что перемещения ݑଵ и ݑଶне должны зависеть от ݔଷ. Так как ݑଷ в нашей 
задаче получается лишь в результате равномерного вытягивания трубы 
вдоль оси 0ݔଷ, надо подобрать функцию ߮ и ܤଷ так, чтобы было [102] 

ଷݑ  = ଷݔܽ + ܾ 
 

где a и b – некоторые константы. 
Перейдем к системе декартовых координат с осями x, y иzвместо ݔଵ,  ଶݔ

и ݔଷ, а перемещения ݑଵ и ݑଶ будем записывать через u и v. Тогда выраже-
ния из (2.9) запишем в виде ቐݑ = ଵܤ + ߙ డఝడ௫ ݒ; = ଶܤ + ߙ డఝడ௬ ;                                         (2.10) 

где ߙ = − 12(1 − (ߥ2  .ݖ
 

Далее, в результате решения задачи, будут получены выражения для 
определения напряжений в трубе, в которых они не будут зависеть от ко-
ординаты ݖ. 
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Автор работы [168] предлагает для решения осесимметричных задач 
искать в упрощенном виде функции, входящие в выражения для переме-
щений. Поэтому, упрощая выражения (2.10), перепишем их в виде 

 ቐݑ = ߙ డఝడ௫ ݒ; = ߙ డఝడ௬ .                                              (2.11) 

 
Учитывая, что распределение внешних сил симметрично оси трубы, 

вызванные ими деформации в ее стенках тоже симметричны относительно 
оси трубы. Поэтому упругие перемещения u и v будут зависеть только от 
расстояния r от оси трубы. Следовательно, нам необходимо добиться, что-
бы перемещения имели такой вид [168]: 

 ൝ݑ = (ݎ)ߩ ௫௥ ݒ; = (ݎ)ߩ ௬௥ .                                            (2.12) 

 
где (ݎ)ߩ – радиальное перемещение рассматриваемой точки трубы.  

Сравнивая правые части выражений (2.11) и (2.12), запишем: 
ߙ  డఝడ௫ = (ݎ)ߩ ௫௥,  ߙ డఝడ௬ = (ݎ)ߩ ௬௥.	                             (2.13) 
 

Так как  ߲߲ݔ (	) = ݎ߲(	)߲ ∙ ݔ߲ݎ߲ = ݎ߲(	)߲  ݎݔ
и ߲߲ݕ (	) = ݎ߲(	)߲ ∙ ݕ߲ݎ߲ = ݎ߲(	)߲  ,ݎݕ
то ߲߲ݔ [(ݎ)߮] = ݎ߲[(ݎ)߮]߲ డడ௬ ,ݎݔ [(ݎ)߮] = డ[ఝ(௥)]డ௥ ௬௥.                                      (2.14) 
 

Используя выражения (2.14), можем записать 
ߙ  డఝడ௫ = ߙ డఝడ௥ ௫௥,  ߙ డఝడ௬ = ߙ డఝడ௥ ௬௥                              (2.15) 
 

Сравнивая правые части равенств (2.13) и (2.15), имеем: 
(ݎ)ߩ  = ߙ ݎ߲߲߮ . 
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Таким образом, функция ߮, входящая в выражения (2.12) через равен-
ство (2.15), позволяет нам далее искать решение задачи о нахождении на-
пряжений в средней части длинной толстостенной трубы. 

В работе [102] на основе выражений (2.12) найдены радиальные и 
кольцевые напряжения в виде: 

௥ߪ  = ௔ܽଶ݌ − ௕ܾଶܾଶ݌ − ܽଶ − ௔݌) − ௕)ܽଶܾଶ(ܾଶ݌ − ܽଶ)ݎଶ ఏߪ(2.16) , = ௔ܽଶ݌ − ௕ܾଶܾଶ݌ − ܽଶ + ௔݌) − ௕)ܽଶܾଶ(ܾଶ݌ − ܽଶ)ݎଶ , 
 
где ݌௔ – давление на внутренней поверхности трубы при ݎ = ܽ; -௕ – давле݌
ние на внешней ее поверхности при ݎ = ܾ. 

Напряжение в кольце (рис.4.4) можно определить по (2.16), если ݌௕ = 0, а ݌௔ =  :ߪ
௥ߪ  = ଶ2(ܾଶܽߪ − ܽଶ) ቆ1 − ܽଶݎଶቇ ,  

ఏߪ(2.17)  = ଶ2(ܾଶܽߪ − ܽଶ) ቆ1 + ܽଶݎଶቇ ,  

 
В формулах (2.17) учтено, что при ݎ = ௥ߪ		ܽ = 0 и ߬ఏ௥ = 0. 
Так как в рассматриваемом случае ܾ ≫ ܽ, то выражения (2.17) можно 

представить в виде 
௥ߪ  = 2ߪ ቆ1 − ܽଶݎଶቇ ,  

ఏߪ  = 2ߪ ቆ1 + ܽଶݎଶቇ , ߬ఏ௥ = 0.  

 
Далее, с использованием функции напряжений ߮ = -и урав ߠ2ݏ݋ܿ(ݎ)݂

нения неразрывности деформаций (2.20) из Приложения 2, можно найти 
напряжения в пластинке, подверженной однородному растяжению в на-
правлении оси x (рис.2.1). В работе П.Ф. Папковича эти напряжения запи-
саны в виде [102]: 

௥ߪ  = 2ߪ ቆ1 − ܽଶݎଶቇ + 2ߪ ቆ1 − 4ܽଶݎଶ + 3ܽସݎସቇ   ,ߠ2ݏ݋ܿ
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ఏߪ = 2ߪ ቆ1 + ܽଶݎଶቇ − 2ߪ ቆ1 + 3ܽସݎସቇ (2.18) ,ߠ2ݏ݋ܿ

߬ఏ௥ = 2ߪ− ቆ1 + 2ܽଶݎଶ − 3ܽସݎସቇ   .ߠ2݊݅ݏ

 
Ранее эти формулы получил Кирш [135]. Наибольший интерес пред-

ставляет вопрос о распределении напряжений ߪఏ в сечении mm1 или nn1, 
т.е. при ߠ = ߠ и  2/ߨ3 = -В этом случае вторая форму .2/ߨ
ла (2.18) принимает вид 

ఏߪ  = ߪ ቀ1 + ଵଶ ௔మ௥మ + ଷଶ ௔ర௥రቁ.                                   (2.19) 
 

При анализе формулы (2.19) видно, что влияние отверстия носит ло-
кальный характер. С увеличением r напряжение ߪఏприближается к значе-
нию ߪ. Наибольшего значения напряжение ߪఏдостигает на контуре отвер-
стия, т.е. при r = a. Полагая в формуле (4.10) r = a, находим, что в точках 
m и n (рис. 2.3) ߪఏ௠௔௫ =  .ߪ3

Следовательно, коэффициент концентрации напряжений 
 ݇௧ = ߪఏ௠௔௫ߪ = 3. 
 

В точках s и q (рис. 4.4), где ߠ равно π·и 0, из второй формулы (2.18), 
находим ߪఏ =  ,ߪ−

 
т.е. в окружном направлении в точках s и q действует сжимающее напря-
жение. 

Формулы (2.18) выведены для весьма широкой пластинки, для кото-
рой ܾ/ܽ ≫ 1. Однако, если ܾ > 4ܽ, то погрешность формул (2.18) не пре-
вышает 6%. 

Если в бесконечной пластинке, находящейся под действием растяги-
вающего напряжения σ, имеется эллиптическое отверстие, причем одна из 
главных осей эллипса (ось a) параллельна направлению растяжения, то на-
пряжения в точках на поверхности отверстия, расположенных на другой 
главной оси, равны 

௫ߪ  = ߪ ቀ1 + 2 ௔௕ቁ.                                          (2.20) 
 

Здесь 2a − ось эллипса, перпендикулярная направлению растяжения, а 
2b − другая ось. Формула (2.20) определяет напряжение ߪ௫ в точках ослаб-
ленного сечения пластины. 



31 
 

Очень узкое отверстие с большим отношением a/b, перпендикулярное 
направлению растяжения, вызывает очень высокую концентрацию напря-
жений. Это объясняет причину распространения трещин, расположенных 
поперек направления приложенных сил. 
 
 
2.3. Определение нормальных напряжений в ослабленном 
сечении пластины 
 

Рассмотрим задачу о растяжении упругой однородной и изотропной 
полосы шириной 2W, содержащей симметрично расположенное круговое 
отверстие с радиусом R (рис. 2.1). Боковая поверхность полосы и контур 
кругового отверстия свободны от внешних нагрузок. На достаточном уда-
лении от отверстия (R/H < 0,2) в поперечных сечениях полосы действуют 
равномерно распределенные растягивающие напряжения ϭy = ϭ0. 

При W → ∞ рассматриваемая задача переходит в известную задачу 
Кирша [157], для которой, в частности, имеем (относящиеся к задаче Кир-
ша величины, будем помечать значком ∞): 

,ݔ)∞௬ߪ  0) = ଴ߪ ቀ1 + ଵଶ ∙ ோమ௫మ + ଷଶ ∙ ோర௫రቁ,     R	 ≤ ݔ ≤ ∞.                 (2.21) 
 

Формула (2.21) дает распределение нормальных напряжений вдоль 
оси Ох. Эти напряжения принимают максимальное значение в точке Ас ко-
ординатами х = R, у = 0, поэтому для коэффициента концентрации напря-
жений имеем K∞  = 3. 

Возвращаясь к исходной задаче для полосы, будем считать, что харак-
тер изменения напряжений ߪ௬(ݔ, 0) существенно не изменится при w → 
∞.Поэтому примем следующий закон изменения нормальных напряжений 
вдоль оси Ох: 

,ݔ)௬ߪ  0) = ଴ߪ ቀ1 + ଵଶ ∙ ோమ௫మ + ߙ ∙ ோర௫రቁ,    R≤ ݔ ≤ ߱,                   (2.22) 
 

где α − пока неопределенный безразмерный параметр. 
Для определения α мысленно рассечем полосу с отверстием 

вдоль оси Ох. При этом уравнения равновесия каждой из получаемых час-
тей приникают вид: 

 න 	଴ߪ =௪
ି௪ න ଴ିோߪ

ି௪ ቆ1 + 12 ∙ ܴଶݔଶ + ߙ ∙ ܴସݔସቇ ݔ݀ + 
 +න ଴௪ߪ

ோ ቆ1 + 12 ∙ ܴଶݔଶ + ߙ ∙ ܴସݔସቇ  .ݔ݀
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Используя формулу (2.4) и выполняя интегрирование, находим 
ߙ  = ଷଶ ∙ ଵାఌଵିఌమ ; ߝ						 = ோ௪.                                    (2.23) 
 

Таким образом, искомая приближенная формула для распределения 
нормальных напряжений вдоль оси Ох принимает вид 

,ݔ)௬ߪ  0) = ଴ߪ ቆ1 + 12 ∙ ܴଶݔଶ + 32 ∙ 1 + 1ߝ − ଶߝ ∙ ܴସݔସቇ, 
R≤ ݔ ≤ ߱,                                               (2.24) 

 
С помощью (2.24) получаем следующее выражение для коэффициента 

концентрации напряжений: 
ܭ  = ఙ೤(ோ,଴)ఙబ = ଷଶ ∙ ଶାఌିఌయଵାఌାఌయ.                                    (2.25) 
 

По формуле (2.25) был вычислен ряд значений K и сопоставлен с точ-
ными данными, приведенными в работе [106]. При этом относительная по-
грешность вычисления K по формуле (2.25) для 0 ≤ α ≤ 0,5 не превышает 
6%. Указанная погрешность менее 2% при 0 ≤ ε ≤ 0,05и стремится к нулю 
при ε → 0. 
 
 
2.4. Определения коэффициента интенсивности напряжений  
для полосы с двумя трещинами, выходящими на контур 
кругового отверстия 
 

Рассмотрим задачу для упругой однородной и изотропной полосы 
шириной 2w, содержащей центральную внутреннюю трещину длиной 
2 l(рис. 2.4). Нормальные напряжения σy(x, 0) = − σ(x) заданы на поверхно-
стях трещины, причем функция σ(x) является четной, т.е. σ(x) = σ(−x). 

В работе [16] предложен метод решения указанной задачи и показано, 
что приближенная формула для определения КИН нормального отрыва 
имеет вид ܭଵ = ଵஶܭ + ଶ௟భ/మగ(௪మି௟మ)భ/మ ׬ ݃ݐܿܿݎܽ(ݔ)ߪ ቀ௪మି௟మ௟మି௫మቁభమ ௟଴,ݔ݀                (2.26) 

 
где ܭଵஶ = ଶ௟భ/మగ ׬ ఙ(௫)ௗ௫(௟మି௫మ)భ/మ௟଴                                       (2.27) 
 
является величиной КИН для случая, когда w = ∞. 
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Заметим, что погрешность вычисления КИН по формуле (2.26), как 
правило» не превышает 5% при 0 ≤ l/w ≤ 0,5. 

Используя формулу (2.26) можно получить решение более сложной 
задачи о растяжении упругой однородной полосы шириной 2w.которая со-
держит центральное круговое отверстие с радиусом R. На контур отвер-
стия выходят две поперечные трещины длиной d каждая (рис. 2.5). Боковая 
поверхность полосы, контур отверстия и поверхности трещины свободны 
от внешних нагрузок. На достаточном удалении от отверстия в попереч-
ных сечениях полосы действуют равномерно распределенные растяги-
вающие напряжения ϭy = ϭ0. 

Приближенное решение задачи будем строить следующим образом. 
Сначала рассмотрим задачу, решенную в р. 2.3 (рис. 2.1), и вычислим рас-
пределение нормальных напряжений ϭy(x,0) вдоль оси Ох при отсутствии 
трещин. Эти напряжения определяются формулой (2.24). 

Будем считать, что «эквивалентная» внутренняя центральная трещина 
длиной 21 (l = R + d) нагружена на участках – l ≤ x ≤ – R и 
R ≤ x ≤ l внутренним давлением ϭ(x), равным напряжению ϭy(x,0) из (2.24), т.е. 

(ݔ)ߪ  = ቊ 0, при	0 ≤ ݔ ≤ ଴ߪܴ ቂ1 + ଵଶ ∙ ோమ௫మ + ଷଶ ∙ ଵାఌோమଵିఌయ௫రቃ , приܴ ≤ ݔ ≤ ܴ + ݀.                  (2.28) 
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Рис. 2.5. Пластина с отверстием 
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Рис. 2.4. Полоса с нагруженной  
центральной трещиной 
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В силу симметрии задачи относительно оси ϭу достаточно ограничить-
ся рассмотрением отрезка 0 ≤ x ≤ w. 

Подставляя (2.28) в (2.26) и (2.27), после некоторых вычислений по-
лучаем следующее представление КИН для «эквивалентной» трещины: 

∗ଵܭ  = ଴݈భమߪ ߨ2 ቄarccos(߱) + 2ݓ (1 − ߱ଶ)భమ × × ඄1 + 1)ߙ23 + 2߱ଶ)ඈ + (1 − ଶ)ିଵ/ଶ߆ × (2.29)

න ቆ1 + 12 ∙ ଶݔଶߝ + ߙ ∙ ௵ସቇݔସߝ
ఌ ݃ݐܿܿݎܽ ቆ 1 − ଶ߆ଶ߆ − ଶቇభమݔ  ,{ݔ݀

 
где Θ = l/ω; ω = R/w. 

Очевидно, что Θ =ε/ω, так что из трех параметров ε, Θ  и  ω независи-
мыми являются лишь два. 

Естественно предположить, что КИН K1 для задачи, показанной на 
рис. 2.5, может быть записан в виде 

ଵܭ  = ܯ ∙  ଵ∗,                                             (2.30)ܭ
 

где ܭଵ∗− КИН для трещины, определяемый формулой (2.29), а M − безраз-
мерный поправочный множитель, который будет определен ниже.  

Запишем соотношение (2.30) следующим образом: 
 

K1 = ϭ0l1/2F(ε,ω),     (2.31) 
где  ߝ)ܨ, ߱) = ܯ ߨ2 ቄarccos(߱) + 2ݓ (1 − ߱ଶ)భమ × × ൤1 + 1)ߙ23 + 2߱ଶ)൨ + (1 − ଶ)ିଵ/ଶ߆ × (2.32)

×න ቆ1 + 12 ∙ ଶݔଶߝ + ߙ ∙ ௵ସቇݔସߝ
ఌ ݃ݐܿܿݎܽ ቆ 1 − ଶ߆ଶ߆ − ଶቇభమݔ  ,{ݔ݀

 
Поправочный множитель М определим из следующих соображений. 

Устремим в формуле (2.31) ω → ∞ (т.е. перейдем от полосы к плоскости) и 
определим поправочный множитель так, чтобы приближенные значения 
K1, даваемые формулой (2.31) при ω → ∞, совпадали с известными точны-
ми результатами [106] для всех значений ω. Опуская промежуточные вы-
кладки, укажем, что поправочный множитель имеет вид 

(ߩ)ܯ  = ଵ,ଶହାହ,ଶ଻ఘଵାହ,ଷଷఘ , ρ= d/R. 
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Погрешность вычисления КИН по формуле (2.31) при ε = 0,25 и 0,26 
≤ θ ≤ 0,5 не· превышает 5% по сравнению с результатами работы [140]. 

Полученные выше формулы (2.24) и (2.31) позволяют построить кри-
вые 1 и 2 (см. р.2.1), необходимые для определения предельного состояния 
пластины с отверстием. 
 
 
2.5. Расчет предельного состояния пластины с отверстием 
 

В качестве примера рассмотрим пластину конечной ширины (2w = 140 
мм, H = 200 мм, t = 1,83 мм), ослабленную центральным круговым отвер-
стием радиуса R = 14 мм, и подвергающуюся равномерному растяжению 
(рис. 2.1). Материал пластины Д16АТ имеет следующие механические ха-
рактеристики: истинное сопротивление отрыву Sk = 700 МПа, предел проч-
ности ϭB = 450 Мпа (характеристики металла определены в соответствии с 
[35], вязкость разрушения Kс = 37 МН/м3/2. 
 

 
Рис. 2.6. Эпюры напряжений σ1 
в ослабленном сечении пластины  
при различных напряжениях σ0 

Рис.2.7. Графическое определение  
критического напряженияϭ0 

 
  
Вначале вычислим напряжение ϭ1 в ослабленном сечении пластины по 

формуле (2.24) для значений напряжения ϭ0 = 250,  300,  350 МПа, дейст-
вующего на ее торцах. По данным расчета строим эпюры ϭ1 (рис. 2.6). При 
построении этих эпюр полагаем, что напряжения ϭ1 растут до Sk по упруго-
му закону. Часть эпюры ϭ1, расположенную выше уровня Sk,заменяем рав-
номерно распределенной с ординатой Sk. 

Длина горизонтального участка эпюры ϭ1 выбирается из условия равно-
весия отсеченной части пластины в сечении y = 0. В результате находим точ-
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ки 1, 2 и 3 (рис. 2.6). Опуская затем перпендикуляры из точек 1,2 и 3 на ось 
абсцисс, находим размеры зон предельного состояния материала  d = 2,0; 4,5; 
8,0 мм для соответствующих значений напряжений ϭ0 = 250, 300 и 350 МПа. 
Это позволяет построить зависимость ϭ0 от d (кривая 1 на рис. 2.7). 

Используя критерий прочности (2.2) и формулу (2.31) запи-
шем условие разрушения пластины в виде 

 
K1= Kс = ϭ0l1/2F(ε,ω). 

 
В данном выражении ϭ0 является критическим напряжением для пла-

стины, поэтому получаем 
௞ߪ  = ௄೎௟భ/మி(ఌ,ఠ).                                           (2.33) 
 

По этой формуле можно построить кривую 2 (рис. 2. 7). Фигурирующий 
в выражении (2.31) интеграл вычислялся с помощью квадратурной формулы 
Гаусса с 32 узлами. По двум кривым 1 и 2 (рис. 2.7), построенным для рас-
сматриваемой конкретной пластины, найдены критический размер зоны пре-
дельного состояния материала возле отверстия dk = 1,8 мм и напряжение ϭ0 = 
304 МПа, при котором произойдет разрушение пластины. 

Использование критерия прочности ϭэкв ≥ ϭB для определения предель-
ного состояния данной пластины аналогично применению критерия ϭ1 ≥ Sk. 
 
 
2.6. Экспериментальная проверка способа определения предельного 
состояния пластины с отверстием 
 

С целью проверки предложенного способа определения предельного 
состояния пластины с отверстием были проведены испытания на разруше-
ние посредством растяжения образцов с геометрическими размерами и ме-
ханическими характеристиками, указанными в разделе 2.4. Было испытано 
35 образцов при 7 различных значениях диаметров отверстий D (с одина-
ковыми диаметрами отверстий было изготовлено по 5 пластин). 

Процесс разрушения элементов является случайным и характеризует-
ся множеством всех выборочных функций ܦ௞∗,, полученных при регистра-
ции данного случайного явления. 

Для фиксированного значения D*
k σ0(Dk) величины ߪ଴(ଵ)(ܦ௞∗), ߪ଴(ଶ)(ܦ௞∗),ߪ଴(ଷ)(ܦ௞∗), ߪ଴(௞)(ܦ௞∗) представляют собой различные допустимые значения 

случайной величины ߪ଴(ܦ௞∗). 
Случайная величина ߪ଴(ܦ௞∗) является непрерывной. Чтобы полностью 

охарактеризовать случайную величину, необходимо знать закон распреде-
ления этой величины. 
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При небольших объемах выборки m (m< 20) можно пользоваться кри-
териями нормального распределения, так как отклонения различных рас-
пределений друг от друга практически незаметны при малых m [113]. По-
этому полагаем, что случайная величина ߪ଴(ܦ௞∗) имеет нормальное распре-
деление. Проверка этой гипотезы осуществляется с помощью критерия со-
гласия, основанного на использовании эмпирического распределения и 
теории Колмогорова. 

Выражение для нормального распределения имеет вид 
(଴ߪ)ܨ  = 	12 + Φ ൤σ଴ − σഥ଴ܵ ൨, 

где Φ(ߪ଴) = නߨ2√1 ݈ିଵ/ଶఙబ଴  ,ݐ݀
 σഥ଴ = 1n෍ ଴(௜).୬୧ୀଵߪ  

 ܵଶ = 1m − 1෍ ଴(௜)ߪ) − σഥ଴)ଶ.୫୧ୀଵ  

 
Здесь σഥ଴− выборочное среднее; S2− выборочная дисперсия. 
Для оценки генерального среднего α используется  выборочное сред-

нее σഥ଴ и выборочная дисперсия S2. Оценка для α в этих условиях имеет вид 
 σഥ଴ − 1√݉ ଵି௣/ଶݐ ≤ ߙ ≤ σഥ଴ + 3√݉  ଵି௣/ଶݐ

 
Здесь tp− квантили t−распределения (распределения Стьюдента). Зна-

чения ݐଵି௣/ଶ приведены в работе [113]. 
Для оценки генеральной дисперсии ϭ2 используется выбороч-

ная дисперсия S2. Двусторонняя доверительная оценка для ϭ2имеет вид 
 ݂ܵଶ߯ଵି௣/ଶଶ ≤ ଶߪ ≤ ݂ܵଶ߯௣/ଶଶ , 
 

где ௙ௌమఞభష೛/మమ и௙ௌమఞ೛/మమ − квантили χ2-распределения (распределения Пирсона) [113]. 

Плотность χ2-распределениязависит только от числа степеней свободы f. 
По доверительным интервалам для α и ϭ2 строится доверительная об-

ласть для теоретической линии распределения соответствующей генераль-
ной совокупности. 
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Важным условием правильного применения статистических оценок 
является отсутствие грубых ошибок при наблюдениях. Необходимо убе-
диться в том, что все элементы выборки совместимы с гипотезой о том, 
что все они извлечены из одной и той же генеральной совокупности. Со-
мнительными, как правило, бывают самый большой и самый малый эле-
менты выборки. Пусть ߪത଴ − крайний элемент выборки. Величина 

 ߬ = ଴ߪ − σഥ଴ܵ  
 

называется максимальным относительным отклонением, которое имеет 
специальное распределение (τ−распределение). Значение ϭ0отбрасываются 
как грубо ошибочные, если 

଴ߪ  − σഥ଴ܵ ≤ ߬ଵି௣. 
 

Квантили τ1−p приведены в работе [113]. 
На рис. 2.8 построены 

графики зависимости напря-
жения ϭ0, (при котором про-
исходит разрушение пласти-
ны) от диаметра отверстия на 
основании расчетов по пред-
ложенному способу с исполь-
зованием критерия σ1 ≥ Sk  
(кривая 1), критерия σэкв ≥ σВ 
(кривая 2), а также результа-
тов испытания (кривая 3). 
Заштрихованная часть рис. 
2.8 − доверительная область 
экспериментальных данных 
для ϭ2 при 1 − p = 0,95. 

Наибольшее расхождение 
экспериментальных и теоре-
тических данных, полученных 
на основании использования 
критерия σ1 ≥ Sk не превышает 
7%, а полученных на основа-
нии применения критерия σэкв 
≥ σВ − не более 9%. 

Как видно из рассмотренного выше примера, погрешность предлагае-
мого теоретического способа сравнительно невелика и вполне допустима 
для инженерных расчетов. 

 

 
 

Рис. 2.8. Зависимость критического 
напряжения ϭ0 от диаметра отверстия в пластине 
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3. ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИНЫ  
С ПОВРЕЖДЕНИЕМ 

 
 

В разделе 2.1 предложен новый 
способ расчета предельного состоя-
ния ослабленных отверстием пла-
стин. Указанный подход базируется 
на совместном использовании кри-
териев прочности механики разру-
шения и механики сплошных сред и 
разработан применительно к ослаб-
ленным круговым вырезом пласти-
нам, материал которых является од-
нородным и изотропным. 

Однако в практике эксплуата-
ции летательных аппаратов и неко-
торых других конструкций встре-
чаются дефекты в виде пробоин 
[53], материал возле которых изме-
няет свои механические характери-
стики и структуру вследствие удара. 
Основными факторами, влияющими 
на изменение свойств материала в 
зоне повреждения, являются ско-
рость и масса ударника. В свою 
очередь геометрические размеры и 
механические характеристики де-
фектной зоны оказывают влияние 
на остаточную прочность повреж-
денного элемента и всей конструк-
ции в целом. 

Ниже предлагается способ определения предельного состояния пла-
стины, содержащей отверстие от пробойника. При этом учитываются па-
раметры повреждения. Расчеты основаны на совместном использовании 
критериев прочности механики разрушения и механики сплошных сред. 
 
 
3.1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим пластину конечной ширины, ослабленную пробоем в виде 
кругового отверстия радиусом R1 (рис. 3.1). Контур отверстия и боковые 
грани пластины свободны от внешней нагрузки. На достаточном удалении 

Рис. 3.1. Пластина с отверстием,  
подкрепленным кольцом 
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(H/R1 < 0,2) от дефектной зоны толщиной δ = R – R1− действуют равномер-
но распределенные растягивающие напряжения ϭ0. 

Расчет критического состояния пластины с пробоем согласно предло-
женному выше способу должен включать в себя, с одной стороны, определе-
ние протяженности зоны предельного состояния материала возле концентра-
тора при различной нагрузке с помощью критерия прочности сплошного ма-
териала, а с другой стороны − установление критического размера этой зоны 
посредством применения критерия механики разрушения. 

Для определения протяженности зоны предельного состояния мате-
риала необходимо знать напряженное состояние в ослабленном сечении 
пластины. А для того, чтобы установить критический размер этой зоны на-
до знать выражение для коэффициента интенсивности напряжений К1 в 
пластине с радиальными трещинами, выходящими на контур пробоя в 
опасном сечении, и его критическое значение Кс. 

Ниже предлагаются приближенные решения указанных задач. 
 
 
3.2. Определение напряженного состояния пластины 
с повреждением 
 

Для решения поставленной задачи мысленно заменим поврежденную 
зону возле пробоя упругим кольцом, толщина которого равна толщине де-
фектной зоны δ. Коэффициент Пуассона ν1 и модуль сдвига G1 материала 
по толщине кольца постоянны. Полагаем, что кольцо вставлено (впаяно) в 
отверстие без натяга, контакт его с пластиной идеальный. Коэффициент 
Пуассона и модуль сдвига материала пластины обозначим соответственно 
через ν и G. 

При w и H, стремящихся к бесконечности, рассматриваемая задача пе-
реходит в известную задачу [124],согласно которой нормальные напряже-
ния, действующие в ослабленном сечении пластины (ось 0x), записывают-
ся в следующем виде: 

 для кольца (R1≤х≤R) 
,ݔ)௬(ଵ)ஶߪ  0) = ఙబଶ ቂܽଵ + ௕భଶ + ௕షభଶ ∙ ோమ௫మ − 6ܽଷ ௫మோమ − ଷଶ ܾିଷ ோర௫రቃ,              (3.1) 
 

для пластины (R ≤ х ≤ ∞) 
 ࣌ஶ࢟(࢞, ૙) = ࣌૙૛ ቂ૛ + ૚૛ିࢼ૚ ૛࢞૛ࡾ − ૜૛ିࢼ૜  ૝࢞૝ቃ,                           (3.2)ࡾ

где 
 

a1 = n2(1 −ϗ)/N; a-3 = −2(1 + ϗ)n4(n2 – 1)C/D1; 
b1 = 2(1 + ϗ)[C(4 – 3n2) + n6(1 + ϗ1C1]n2/D1; 

b-1 = 2(1 + ϗ)/N; b-3 =−2(1 + ϗ)[C + n4(1 + ϗ1C1]/D1; 
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β–1 = 2 – 2(n2 – 1)(1 + ϗ)/N; 
β–3 = – 2 + 2(1 + ϗ)[C(4n6 – 7n4 + 4n2 – 1) + 

+n4(n4 – 1)(1 + ϗC1)]; 
D1 = (ϗ +C1)n2[C(3n4 –6n4 +4)+n6(1+ϗ1C1)] + 

+(ϗC1+ϗ1)[C +n6(1+ϗ1C1)]; 
N = 2C −n2[C − (1+ϗ1C1)]; 

C = C1 – 1; C1 = G/G1;  n = R/R1; 
 

ϗ = (3 – ν)/(1 + ν) иϗ1= (3 – ν1)/(1 + ν1)при обобщенном плоском напряжен-
ном состоянии. 

Будем считать, что в полосе (w < ∞) характер изменения 
напряжений σy(x,0) существенно не изменится по сравнению с бесконечной 
пластиной. При этом следует принять во внимание, что наибольшеевлияние 
на напряжение ࣌(࢟૚)ஶ(࢞, ૙) при x→R1 оказывает коэффициент b-3,стоящий при 
R4/х4 в формуле (3.1). Это обусловлено более значительным приростом при 
x → R1 величины R/x в четвертой степени по сравнению с R/x во второй сте-
пени, которые имеют другие члены выражения, и разница будет тем больше, 
чем больше отношение R/R1. На основании сказанного заменим в выражении 
(3.1) коэффициент b-3 на неизвестный α при записи нормального напряжения 
в кольце при переходе от бесконечной пластины к полосе. 

Далее, учитывая, что коэффициент β–3, стоящий при R4/х4 в формуле 
(3.2), можно записать в виде β–3 = b–3 + γ, произведем при расчете полосы 
замену здесь b–3 на α. 

На основании вышеизложенного примем следующие выражения для 
нормальных напряжений, действующих вдоль оси Ох при w <∞: 

 в кольце (R1 ≤ х ≤ R) 
,ݔ)௬(ଵ)ߪ  0) = ఙబଶ ቂܽଵ + ௕భଶ + ௕షభଶ ∙ ோమ௫మ − 6ܽଷ ௫మோమ − ߙ ோర௫రቃ,                  (3.3) 
 

в полосе (R ≤ х ≤ w) 
,ݔ)௬ߪ  0) = ఙబଶ ቂ2 + ଵଶ ଵିߚ ோమ௫మ − ቂଷଶ ߛ + ቃߙ ோర௫రቃ,                          (3.4) 
 

где α − пока неопределенный безразмерный параметр. 
Для определения α мысленно рассечем полосу вдоль оси Ох. При этом 

уравнение равновесия каждой из получаемых частей принимает вид: 
׬  ଴௪ି௪ߪ ݔ݀ = ׬ ௬ିோି௪ߪ ,ݔ) ݔ݀(0 + ׬ ௬(ଵ)ିோభିோߪ ,ݔ) ݔ݀(0 ׬+  + ௬(ଵ)ோோభߪ ,ݔ) ݔ݀(0 + ׬ ௬௪ோߪ ,ݔ)   .ݔ݀(0
 

Подставляя в это уравнение выражения для напряжений ߪ௬(ଵ)(ݔ, 0) и ߪ௬(ݔ, 0) из (3.19) и (3.20) и выполняя интегрирование, находим: 
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ߙ = −ଷଶ ∙ ଶ௔రିఉషభఌାఊఌయఌయି௡ర ,  ε = R/w,                              (3.5) 
где 

a4 = − 2 + a1 − 2a3 − γ/2 + (b1 − b−1 + β−1)/2 – 
– (a1 + b1/2)/n+.b−1n/2 + 2a3/n3. 

 
Таким образом, искомые формулы для нормальных напряже-

ний, действующих в кольце и пластине вдоль оси Ох, записываются в виде 
выражений (3.3) и (3.4), в которых параметр α находится из (3.5).  

В кольце коэффициент концентрации напряжений 
(ଵ)ܭ  = ,௬(ଵ)(ܴଵߪ  ଴.                                     (3.6)ߪ/(0
 

В частности, если материал кольца и пластины одинаков, то при 
ε → 0 K(1)→ 3, что согласуется с результатом Кирша[157]. 
 

3.3. Определение коэффициента 
интенсивности напряжений  
в полосе с двумя радиальными 
трещинами, выходящими  
на контур подкрепленного 
кольцом отверстия 
 

Рассмотрим задачу о растя-
жении упругой однородной и изо-
тропной полосы (рис. 3.2) шири-
ной 2w (H → ∞), которая содер-
жит центральное круговое отвер-
стие с радиусом R. В отверстие 
впаяно кольцо с внутренним ра-
диусом R1. На внутренний контур 
кольца выходят две поперечные 
трещины длиной d каждая. Боко-
вая поверхность полосы, внутрен-
ний контур отверстия и поверхно-
сти трещины свободны от внеш-
них нагрузок. На достаточном 
удалении от отверстия в попереч-
ных сечениях полосы действуют 
равномерно распределенные рас-
тягивающие напряжения ϭ0. 

Для приближенного реше-
ния задачи используем рис.2.3 и 
подход, описанный в разделе 2.1. 

 

2Рис. 3.2. Пластина с подкрепленным  
отверстием и двумя радиальными трещинами
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Далее, считаем, что эквивалентная внутренняя центральная трещина 
длиной 2l (l = R1 + d) нагружена на участках  

 
–l ≤ х ≤ − R 
иR ≤ x ≤ l 

 
внутренним давлением σ(x),равным напряжению ߪ௬(ଵ)(ݔ, 0), полученному 
по формуле (3.3), когда трещина не выходит из кольца в пластину, т.е. 

(ݔ)ߪ  = ቊ 0,															при	0 ≤ ݔ ≤ ܴଵߪ௬(ଵ)(ݔ, 0), приܴଵ ≤ ݔ ≤ ܴ.                             (3.7) 

 
или равным ߪ௬(ଵ)(ݔ, 0) на отрезке[R1, R] и σy(x,0) на отрезке [R, l] согласно 
формулам (3.19) и (3.20) в том случае, когда трещина проходит сквозь 
кольцо и проникает в пластину, а именно: 

(ݔ)ߪ  = ቐ 0,															при	0 ≤ ݔ ≤ ܴଵߪ௬(ଵ)(ݔ, 0), приܴଵ ≤ ݔ ≤ ,ݔ)௬ߪܴ 0)					приܴଵ ≤ ݔ ≤ ܴ                              (3.8) 

 
Подставляя соотношения (3.7) и (3.8) в (2.24), после некоторых преобра-

зований получаем следующее представление КИН для эквивалентной тре-
щины, расположенной в кольце и выходящей на внутренний его контур: 

ଵ(ଵ)ܭ  = ,ଵߝ)(ଵ)ܨ଴݈భమߪ ߱ଵ),                                      (3.9) 
где ܨ(ଵ)(ߝଵ, ߱ଵ) = ߨ1 ቊቈܽଵ + ܾଵ2 − 3ܽଷ߱ଵଶ ቉ ଵ߱ݏ݋ܿܿݎܽ + +(1 + ߱ଵଶ)భమ ൤ܾିଵ߱ଵ2 − 3ܽଷ߱ଵ − ଵ3߱ߙ− (1 + ߱ଵଶ)ቃ + +(1 − ଶ)ିଵ/ଶ߆ න ቈ൬ܽଵ + ܾଵ2 ൰ + ܾିଵ2 ∙ ଶݔଶߝ − 6ܽଷ ∙ ଶߝଶݔ −௵

ఌ  

−α ଶ቉ݔଶߝ ݃ݐܿܿݎܽ ቆ 1 − ଶ߆ଶ߆ − ଶቇభమݔ  ቑݔ݀

 
и для эквивалентной трещины, проходящей сквозь кольцо с поверхности 
отверстия и выходящей в пластине 

ଵܭ  = ,ߝ)ܨ଴݈భమߪ ߱),                                        (3.10) 
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где ߝ)ܨ, ߱) = ߨ1 ൜൤ܽଵ + ܾିଵ2 − 3ܽଷ߱ଶ ൨ ߱݊݅ݏܿݎܽ ቒ߱ଵ(1 − ߱ଵଶ)భమ − −߱(1 − ߱ଶ)భమቓ + 2 ݏ݋ܿܿݎܽ ߱+(1 + ߱ଶ)భమ߱ × × ቈ3ܽଶ߱ଶ − ܾିଵ2 + ଵ2ିߚ − (1 + 2߱ଶ)(ߙ − 6ߛ1,5 ቉ + +(1 − ߱ଵଶ)భమ߱ ቈܾିଵ2 − ଶ(1݊ߙ + 2߱ଵଶ)3 − 3ܽଷ߱ଶ݊ଶ቉ + +(1 − ଶ)ିଵ/ଶ߆ න ൤ܽଵ + ܾଵ2ఌ
ఌభ + ܾିଵ2 ∙ ଶݔଶߝ − 

−6ܽଷ ∙ ଶߝଶݔ − α ସ቉ݔସߝ ݃ݐܿܿݎܽ ቆ 1 − ଶ߆ଶ߆ − ଶቇభమݔ ݔ݀ + +(1 − ଶ)ିଵ/ଶ߆ න ቈ2 + ଵ2ିߚ ௵ଶ቉ݔଶߝ
ఌ − 

− ൤32 ߛ + ൨ߙ ସ቉ݔସߝ ݃ݐܿܿݎܽ ቆ 1 − ଶ߆ଶ߆ − ଶቇభమݔ  ,ቑݔ݀
 

В формулы (3.9) и (3.10) необходимо ввести поправочные коэффици-
енты M(1)и М соответственно. Это вызвано тем, что круговое отверстие 
следует считать не только как концентратор, вызывающий перераспреде-
ление напряжений в пластине, но и как свободную поверхность, на кото-
рую выходят трещины. 

Для определения M(1) и М рассмотрим частный случай зада-
чи, показанной на рис. 3.2, устремив w к бесконечности (т.е. перейдем от 
полосы к плоскости). Затем при R1 = R, сравнивая приближенное решение 
этой задачи, получаемое с использованием вышеуказанного подхода, с из-
вестным точным решением [124],приходим к следующим выражениям для 
искомых поправочных коэффициентов: 

 
M(1)=М= (1,25 + 5,27ρ1)/(1 + 5,33ρ1),   ρ1 = d/R1. 

 
Таким образом, приближенное решение исходной задачи, показанной 

на рис. 3.2, имеет вид: 
для трещины в кольце 

ଵ(ଵ)ߢ  = ,ଵߝ)(ଵ)ܨ଴݈భమߪ(ଵ)ߊ ߱ଵ),                               (3.11) 
 

для трещины, выходящей в пластине 
ଵߢ  = ,ߝ)ܨ଴݈భమߪߊ ߱),                                     (3.12) 
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Чтобы воспользоваться формулами (3.3), (3.4), (3.11) и (3.12) при рас-
чете критического состояния пластины, необходимо иметь кроме упругих 
характеристик материала пластины (ν и G) также упругие характеристики 
материала кольца, которое служит моделью поврежденной зоны. Сущест-
вующие способы определения упругих характеристик материала неприем-
лемы для исследования повреждений, возникших от удара. В связи с этим 
разработан способ определения коэффициента Пуассона и модуля Юнга в 
поврежденной зоне пробитой пластины. 
 
 
3.4. Определение упругих характеристик материала  
в поврежденной зоне конструктивного элемента 
 

Как показывают исследования, вследствие удара материал в зоне повреж-
дения пробитых пластин меняет свои механические характеристики и струк-
туру. Изменение свойств материала ведет к снижению остаточной прочности и 
долговечности поврежденного элемента и всей конструкции в целом. 

В практике используют ряд методов исследования механических ха-
рактеристик материалов с применением микрообразцов. При этом исполь-
зуются микрообразцы в виде тонких пластин [73] или круглые − с диамет-
ром рабочей части 0,8…2,00 мм [36,108]. Широко известны также методи-
ки построения диаграмм твердости путем внедрения индентора в поверх-
ность образца при упругих и пластических деформациях [22, 23, 49, 70, 84, 
91−93]. Для отдельных материалов установлены корреляционные связи 
между твердостью и некоторыми механическими характеристиками. Од-
нако применение указанных методов для исследования малых областей 
поврежденных элементов конструкций, в которых сплошность материала 
нарушена, зачастую связано с значительными техническими трудностями. 
Так, например, глубина распространения микротрещин в металле от гра-
ницы дефекта может быть менее 0,8 мм. Изготовить образцы из таких ма-
лых объемов материала для испытаний по способам [49,83,142]не пред-
ставляется возможным. Кроме того в процессе механической обработки 
образца даже незначительные нагрузки могут стать причиной развития 
микротрещин, что приведет к еще большему изменению структуры мате-
риала. По способам [49,70,93]определяются характеристики материала 
лишь в поверхностном слое, однако структура поврежденной зоны может 
значительно изменяться по глубине материала.  

Ниже рассмотрен вопрос об исследовании упругих механических ха-
рактеристик (коэффициента Пуассона ν и модуля Юнга E) в поврежденной 
зоне пробитых пластин.  

Сущность способа заключается в том, что для определения упругих 
характеристик материала по глубине повреждения зоны изготавливается 
плоский образец, на котором рисунок сквозных макротрещин в масштабе 
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повторяет рисунок микротрещин, полученный микрофотографированием 
шлифа среза дефектной зоны. Затем образец испытывается на растяжение 
и на различных его участках экспериментально (например, методом тензо-
метрирования) измеряются продольные ε1 и поперечные ε2 деформации. 
Значения коэффициента Пуассона и модуля Юнга для каждого участка 
пластины находятся по известным формулам: 

ߥ  = 	 ቚఌమఌభቚ ,     ܧ = ఙబఌభ. 
 

где ϭ0 − равномерное растягивающее напряжение, приложенное к торцам 
образца. Для испытания следует подбирать образец из того же материала, 
который применялся для изготовления исследуемого элемента конструк-
ции, с целью максимального приближения к условиям работы материала в 
поврежденной зоне. 
 

 
 

Рис. 3.3. Схема вырезки темплета для микрообразцов из пробитой пластины 
 
 

Испытания проводили на пробитых пластинах размерами 
400x140х1,83 мм (рис. 3.3) с центральным отверстием радиуса R=3,6 мм. 
Повреждения на пластинах, изготовленных из сплава АМГ-6М, наноси-
лись ударниками, имеющими массу m = 0,8 г и скорость удараV = 1,0 км/с. 

Предварительно для анализа и моделирования поврежденной зоны 
были вырезаны темплеты из пробитых образцов. Шлифы изготавливали по 
сечению A−A. 

На рис. 3.4 показан скопированный срез поврежденной и приле-
гающей к ней зоны. На анализируемой микрофотографии шлифа сре-
за дефектной зоны ясно просматриваются трещины, расположенные 
как внутри, так и выходящие наружу поврежденного материала. Глу-
бина дефектной зоны колеблется в пределах 0,8...0,9 мм. Затем на 
пластину размерами 400x140x1,83 мм, предназначенную для модели-
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рования структуры поврежденной зоны, были нанесены контуры 
трещин согласно микрофотографии шлифа среза дефектной зоны в 
масштабе 140:1 (рис.3.5). Материал пластины − сплав АМГ-6М. По-
сле пропилки сквозных трещин образец был разбит на 8 равных уча-
стков размерами 50x70 мм, на каждый из которых были наклеены по 
одной розетке тензорезисторов типа КФ5−П1 с базой 50 мм. Схема 
наклейки тензорезисторов показана на рис. 3.5 пунктирными линиями с 
обозначением номера розетки. Нагружение образца производилось в ма-
шине Р-5. К торцам пластины прикладывалось равномерное растягиваю-
щее напряжение ϭ0 = 39 МПа. Деформация тензорезисторов регистрирова-
лась прибором ИДЦ-1. По данным испытания и с помощью формул дляΕ и 
ν определены характеристики материала всех участков образца. Величины 
характеристик занесены в таблицу 3.1.  

Значения характеристик материала в таблице записаны в виде дроби, 
где в числителе дана величина Ε, а в знаменателе величина ν для каждого 
участка. 

 

 
 

Рис. 3.4. Срез поврежденной зоны 
 

Рис. 3.5. Срез поврежденной зоны 
 

 
Таблица 3.1 

Значения модуля Юнга Е и коэффициента Пуассона ν 
для различных участков зоны поврежденного материала 
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1 0,53/0,32 3 0.41/0,25 5 0,51/0,31 7 0,48/0,29 
2 0,36/0,22 4 0,48/0,29 6 0,35/0,21 8 0,35/0,21 
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В связи с тем, что найденные характеристики поврежденной зоны не-
возможно проверить прямым экспериментальным методом, была предло-
жена их косвенная оценка. С этой целью, с учетом найденных характери-
стик материала поврежденной зоны, теоретически определено напряжен-
ное состояние в опасном сечении пробитой пластины и сопоставлено с 
экспериментальными данными. 

Нормальное напряжение σy в опасном сечении полосы с подкреп-
ленным центральным отверстием определялись по [124]. Рассмотрен слу-
чай нагружения пластины равномерным растягивающим напряжением ϭ0, 
приложенным на достаточном удалении от концентратора. Дефектная зона 
при расчете заменялась упругим кольцом, впаянным в пластину. Упругие 
характеристики материала принимались неизменными по толщине кольца. 
Значения Ε и ν, взятые из табл. 3.1, осреднены (Ε = 0,43∙105МПа, ν = 0,26). 
Результаты расчета представлены на рис. 3.6 в виде кривой 1 зависимости 
σy(x)/ϭ0от расстояния до контура отверстия. 

На рис. 3.6 также нанесена экспериментальная кривая 2 полученная на 
основании применения метода тензометрирования. На пластину с повреж-
дением (рис. 3.5) в ослабленном сечении были наклеены тензорезисторы 
типа КФ5-П1 с базой 1 мм. Нагружение пластины осуществлялось по тор-
цам АВ и CD равномерным растягивающим напряжением ϭ0 = 78 МПа на 
разрывной машине Р-5. Деформация тензорезисторов регистрировалась 
прибором ИДЦ-1. 

 

Рис. 3.6. Зависимость отношения 
σy(x)/ϭ0в ослабленном сечении  
пластины от расстояния x 
1 – теоретическая кривая; 
2 − экспериментальная кривая.

 
 

Ввиду того, что поврежденный материал в зоне пробоя выступает над 
поверхностью пластины в форме кратера, наклейка тензорезисторов у 
кромки отверстия затруднена. Поэтому технически невозможно было про-
вести измерение напряжений в зоне 1,5 мм от края концентратора. 

Проведенные испытания и расчеты указывают на хорошее совпадение 
теоретических и экспериментальных данных. Наибольшее расхождение 
значений σy(x)/ϭ0, полученных расчетом по [124] и взятых из эксперимента, 
не превышает 4%. 
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Следовательно, предложенный способ позволяет с достаточной точ-
ностью для инженерных расчетов определять упругие характеристики ма-
териала и может быть использован для определения напряженного состоя-
ния пробитых элементов конструкций. 
 
 
3.5. Определение предельного состояния пластины  
с повреждением (теория и эксперимент) 
 

В процессе возрастания нагрузки возле пробоя в ослабленном сечении 
пластины возникают зоны предельного состояния материала. В этих зонах 
наблюдается нарушение сплошности материала, что эквивалентно образо-
ванию трещин. При дальнейшем увеличении нагрузки зоны предельного 
состояния (трещины) увеличиваются до тех пор, пока трещины не достиг-
нут критической длины. Затем произойдет катастрофическое развитие 
трещин и разрушение пластины. 

Для определения критического размера зоны предельного состояния 
материала необходимо иметь две кривые (рис. 3.6):кривая 1 характеризует 
зависимость длины зоны предельного состояния материала d возле отвер-
стия от напряженияϭ0, приложенного к торцам пластины; кривая 2 уста-
навливает зависимость длины радиальной трещины d, выходящей на кон-
тур отверстия в опасном сечении пластины, от ϭ0. 

Кривая 2 (рис. 3.6) 
строится с использованием 
формул (3.11) и (3.12) при 
 ݇ଵ = ଵ(ଵ)ߢ = ݇௖. Для полу-
чения кривой  1  необходи-
мо  предварительно выпол-
нить следующее. На осно-
вании формул (3.4) и (3.5) 
подсчитывается напряжен-
ное состояние в ослаблен-
ном сечении пластины при 
различных значениях на-
пряжения ϭ0. 

В качестве примера 
найдем предельное состоя-
ние пластины конечной ши-
рины (2w = 140 мм, 2Н = 
400 мм, t = 1,83 мм), ослаб-
ленной пробоем в виде кру-
гового отверстия диаметром 
7 мм (рис. 3.1). В расчетах 

 

 
 

Рис. 3.7. Определение размеров зон предельного  
состояния материала d с помощью эпюр σэкв 



50 
 

используем характеристики материала образцов, исследование которых 
было описано выше в разделе 3.4. 

За критерий прочности сплошного материала примем критерий стати-
ческого разрушения материалов: 

 
σэкв ≥ σВ,                                                 (3.13) 

 
в котором согласно теории прочности Писаренко–Лебедева 

эквߪ  = ఙబఙсж ∙ ఐߪ + ቀ1 − ఙబఙсжቁ  ଵ,                                (3.14)ߪ
 

где σi − интенсивность напряжений, а ϭ1 и ϭ2 − главные напряжения. 
Для вычисления 

напряжений σэкв в опас-
ном сечении воспользу-
емся формулой (3.14). 
Напряжение ϭ1 опреде-
ляется из соотношений 
(3.4) и (3.5), а формулу 
для расчета напряжений 
ϭ2  возьмем из решения 
для бесконечной плос-
кости, подкрепленной 
кольцом, при действии 
осевых растягивающих 
сил на бесконечности 
[124]. Указанное реше-
ние [124] можно приме-
нять к пластинам конеч-
ных размеров, если от-
ношение радиуса Rк по-
ловине ширины пласти-
ны w, т.е. R/w, будет 
меньше 0,2. В нашем 
случае R/w = 0,06. 

По данным расчета 
строим эпюры распре-
деления напряжения 

σэкв в опасном сечении пластины при нескольких значениях напряжения 
ϭ0 (рис. 3.8). При построении эпюр учтен критерий прочности материала 
(3.28), поэтому те части графиков напряжений σэкв, которые расположены 
выше уровня σВ, заменены равномерно.распределенными с ординатой 

 

 
 

Рис. 3.8. Определение напряжения σ0, 
при котором пластина разрушается 
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σВ. Длина горизонтального участка эпюры σэкв выбирается из условия рав-
новесия отсеченной части пластины. Границами горизонтальных участков 
графиков напряжений σэкв являются точки 1, 2 и 3 (рис. 3.7). Абсциссы то-
чек 1,2 и 3 определяют границы размеров зон предельного состояния мате-
риала. Следовательно d = 0,8; 1,5 и 2,6 мм для соответствующих значений 
ϭ0 = 200,  250  и  300 МПа. На основании полученных данных, построена 
зависимость ϭ0 –d (кривая 1 на рис. 3.8). 

Далее с помощью критерия прочности (2.2) и формул (3.11) и (3.12) 
получаем условие разрушения соответственно для пластины, когда трещи-
на расположена только в кольце или проходит сквозь кольцо и выходит в 
пластине: 

ଵ(ଵ)ߢ  = ௖ܭ = ,ଵߝ)(ଵ)ܨ଴݈భమߪ(ଵ)ߊ ߱ଵ), 
ଵߢ (3.15) = ௖ܭ = ,ߝ)ܨ଴݈భమߪߊ ߱). 

 
 
По формулам 

(3.15) построена кривая 
2 (рис. 3.8), где учтена 
поправка на размер 
пластической зоны у 
кончика трещины 
ry = 7мм. В формулах 
(3.11) и (3.12) попра-
вочные функции ߝ)ܨ, ߱)  и  ܨ(ଵ)(ߝଵ, ߱ଵ) 
вычислялись с помо-
щью квадратурной 
формулы Гаусса с 
32узлами. По кривым 1 
и 2 (рис. 3.9) найдено 
напряжение ϭ0 = 280 
МПа, при котором пла-
стина разрушается. 

Аналогичные вы-
числения были прове-
дены для пластин с 
отверстиями при двух 
толщинах кольца t = 
0,65 и 1,30 мм (кривая 
1 и 2 на рис. 3.9). 

 
 

Рис. 3.9.Зависимость критического напряжения σ0  
от внутреннего диаметра кольца D 

1 и 2 − теоретические кривые для толщин кольца  
δ = 0,65 и 1,30 мм соответственно; 

3 и 4 − экспериментальные кривые для скоростей  
пробойника V = 1.0 и 1.5 км/с.
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С целью проверки предложенного способа определения предельного 
состояния были проведены испытания поврежденных образцов, геометри-
ческие размеры которых и механические характеристики материала приве-
дены выше в данном разделе. 

Для испытания на растяжение было подготовлено 18 образцов, по-
врежденных высокоскоростными механическими частицами с различ-
ной массой и скоростью. Данные промеров поврежденных зон образцов и 
металлогрофического анализа приведены в табл. 3.2. 
 

 
Таблица 3.2  

Параметры зон повреждения пробитых образцов 
 

Номер 
образца 

Скорость 
пробойника 

V, км/с 

Масса 
пробойника 

m, г 

Диаметр 
отверстия 

D, мм 

Глубина зоны 
повреждения 

δ, мм 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,5 
1,5 
1,5 
1,5 
1,5 
1,5 
1,5 
1,5 
1,5 

0,4 
0,4 
0,4 
0,4 
0,8 
0,8 
0,8 
1,2 
1,2 
0,4 
0,4 
0,4 
0,4 
0,8 
0,8 
0,8 
1,2 
1,2 

4,0 
4,0 
4,6 
4,5 
5,2 
5,3 
5,1 
6,2 
6,0 
4,6 
4,6 
4,7 
4,7 
6,3 
6,1 
6,0 
7,0 
7,2 

0,5 
0,5 
0,5 
0,5 
1,0 
1,0 
1,0 
1,4 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,0 
1,3 
1,3 
1,3 
1,4 
1,4 

 
Испытания образцов на растяжение производились на разрывной ис-

пытательной машине Р-50. Результаты эксперимента приведены на рис. 3.9 
в виде кривых 3 и 4 для двух скоростей механических частиц. При скоро-
сти частиц V = 1,0 км/с пластическое деформирование материала пластин 
распространилось на глубину от 0,5 до 1,0 мм, а при V = 1,5 км/с − от 1,0 
до 1,4 мм при массе частиц m = 0,4; 0,8; 1,2 г. Таким образом, пластины с 
отверстием, подкрепленных кольцом толщиной t = 0,65 мм, моделируют 
образцы, поврежденные частицами при скорости V = 1,0 км/с, а с кольцом 
толщиной t = 1,30 мм − при скорости V = 1,5 км/с. Наибольшее расхожде-
ние теоретических и экспериментальных данных для рассматриваемых 
скоростей частиц не превышает 6%. 
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3.6. Заключение по разделу 3 
 
1.  Разработан теоретический способ определения предельного со-

стояния элементов конструкций из изотропного материала с концентрато-
ром в форме кругового выреза. 

2.  С целью реализации предлагаемого способа развит метод сечений 
для вычисления напряженного состояния в ослабленном сечении полосы с 
круговым отверстием и коэффициентов интенсивности напряжений в дан-
ной полосе при наличии двух радиальных трещин. 

3.  Предложенный способ определения предельного состояния рас-
пространен на расчет плоских элементов конструкций, поврежденных вы-
сокоскоростными механическими частицами. В процессе реализации дан-
ного способа получены формулы для вычисления напряженного состояния 
в ослабленном сечении пластины конечной ширины с подкрепленным от-
верстием (подкрепление моделирует зону поврежденного материала) и для 
КИН в указанной пластине при наличии двух радиальных трещин. 

4.  Разработан способ определения упругих характеристик материала в 
зоне повреждения. 

5.  С использованием предложенного способа определения предельно-
го состояния выполнены расчеты напряженного и критического состояния 
пластин с круговым вырезом и пластин с подкрепленным отверстием. 

6.  Испытание пластин из сплавов Д16АТ с вырезами и АМГ6М с по-
вреждениями подтверждает эффективность разработанного способа опре-
деления предельного состояния. 
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4. ВЛИЯНИЕ НЕСКОЛЬКИХ ОТВЕРСТИЙ 
НА ПРЕДЕЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИН 
 
 

Во второй главе предложен способ определения предельного состоя-
ния пластины с одним отверстием. В данной главе подход, предложенный 
выше, распространяется на случай наличия нескольких отверстий в эле-
менте конструкции. 

 
4.1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим пластину 
конечной ширины с рядом 
отверстий, центры кото-
рых лежат на одной пря-
мой. Расположение отвер-
стий симметрично сре-
динной линии пластины. 
Перпендикулярно прямой, 
соединяющей центры от-
верстий, на достаточном 
удалении от вырезов дей-
ствуют равномерно рас-
пределенные растяги-
вающие напряжения. 

В процессе возрас-
тания нагрузки возле от-
верстий в опасном сече-
нии возникают зоны пре-
дельного состояния мате-
риала. В этих зонах на-
блюдается нарушение 
сплошности материала, 
что эквивалентно образо-
ванию трещин. При 
дальнейшем увеличении 
нагрузки зоны предель-
ного состояния (трещи-
ны) увеличиваются до 

тех пор, пока какая-нибудь из трещин не достигнет критической дли-
ны. Затем произойдет практически мгновенное разрушение пластины. 

Для решения данной задачи необходимо знать напряжения в опасном 
сечении пластины с отверстиями и коэффициенты интенсивности напря-

 
 

Рис. 4.1. Пластина с двумя отверстиями 
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жений в кончиках радиальных трещин, выходящих на контуры отверстий. 
Более подробное описание метода дадим на примере расчета предельного 
состояния пластины конечной ширины с двумя отверстиями (рис. 4.1). 

Рассмотрим способ определения напряжений в ослабленном сечении 
пластины с несколькими отверстиями и вычисление КИН в полосе с двумя 
отверстиями и четырьмя радиальными трещинами. 
 
 
4.2.  Определение напряженного состояния в пластине  
с несколькими отверстиями 
 

Предлагается численный метод определения напряжений в пластине, 
ослабленной отверстиями различной формы. Применяемый подход к ре-
шению поставленной задачи близок к методу разложений по неортого-
нальным функциям [1] и является развитием метода суперпозиции сингу-
лярных решений [87,88]. 

Рассмотрим пластину бесконечных размеров. Решение для бесконеч-
ной области может быть применено к пластине конечной ширины, если 
отверстия расположены на достаточно большом удалении (более пяти ра-
диусов ближайшего к грани пластины отверстия) от ее краев. 

Пусть пластина, расположенная в плоскости (х,у), ослабленная не-
сколькими непересекающимися отверстиями с контурами Si и находящаяся 
в условиях обобщенного плоского напряженного состояния, подвергается 
одноосному, вдоль оси Оу, растяжению (рис. 3.2). Вектор перемещения то-
чек пластины ሬܷሬԦ = ሬܷሬԦ௢ + ሬܷሬԦд, где ሬܷሬԦ௢и	 ሬܷሬԦд− векторы перемещения основного и 
добавочного, вызванного наличием отверстий, деформированных состоя-
ний соответственно, удовлетворяет в области V уравнению равновесия [76] 
при отсутствии массовой силы (ܭሬሬԦ = 0) 

 ∇ଶ ሬܷሬԦ + ଵାఔଵିఔ ∇∇ ∙ ሬܷሬԦ + ሬሬԦܭ = 0,                                   (4.1) 
 

а также граничным условиям в напряжениях на контурах отверстий 
 ሬ݊Ԧ௜ ∙ ො൫ߪ ሬܷሬԦ൯ = 0     на ௜ܵ(݅ = 1, ܰതതതതത),                              (4.2) 

 
где ν− коэффициент Пуассона; ሬ݊Ԧ௜− единичные векторы внешних нормалей 
к Si; ߪො൫ ሬܷሬԦ൯− тензор напряжений, получаемый из закона Гука по вектору 
перемещения ൫ ሬܷሬԦ൯; N− количество отверстий.  

Обозначим через ሬܷሬԦ(௞)(ݔ − ܽ, ݕ − ܿ) (k = 1, 2, 3, 4) векторы полей пе-
ремещений, являющиеся сингулярными решениями уравнения равновесия 
(4.1), порожденные действием массовых сил четырех видов [87]. 
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Приведем вкратце, без вы-
вода, некоторые, т. н. сингу-
лярные, решения плоской зада-
чи теории упругости для плос-
кости, находящейся в условиях 
плоского обобщенного напря-
женного состояния. Эти необ-
ходимые нам решения являют-
ся решениями неоднородного 
уравнения равновесия в пере-
мещениях (4.1) при определен-
ных видах вектора массовой 
силы ܭሬሬԦ. Нам понадобятся сле-
дующие четыре типа сингуляр-
ных решений [87]: 

1.Массовая сила представ-
ляет собой приложенную в 
точке (а, с)сосредоточенную 
силу интенсивности −4π/(1+ν), 
направленную вдоль оси 0x 

ሬሬԦܭ  = − ସగଵିఔ ൫ߜ ሬܴԦ൯ଓԦ,                                            (4.3) 
 

где ߜ൫ ሬܴԦ൯– дельта-функция Дирака; ሬܴԦ = Ԧݎ − -Ԧ– радиус-вектор точки приߦ
ложения силы. Компоненты вектора перемещений 

 ሬܷሬԦ(ଵ) = ሬܷሬԦ(ଵ)൫ݎԦ, Ԧ൯ߦ = ሬܷሬԦ(ଵ)(ݔ − ܽ, ݕ − ܿ) 
 

и тензора напряжений 
Ԧ(ଵ)ߪ  = ,ԦݎԦ(ଵ)൫ߪ Ԧ൯ߦ = ݔ)Ԧ(ଵ)ߪ − ܽ, ݕ − ܿ) 
 

возмущенного поля, вызванного действием этой силы, будут иметь вид 
 ܷ௫ = 1 − ܧߥ ݂, ݂ = 3 − 1ߥ − ߥ ݈ܴ݊ − ݔ) − ܽ)ଶܴଶ , 
 ܷ௬ = 1 − ܧߥ ݂, ݃ = − ݔ) − ݕ)(ܽ − ܿ)ܴଶ , (4.4)

௫௫ߪ = ;ܣ ܣ								 = ݔ) − ܽ) ቈ1 − 1ߥ + ߥ ∙ 1ܴଶ + ݔ)2 − ܽ)ଶܴସ ቉ ; 

 
 

Рис. 4.2. Пластина с несколькими отверстиями 
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௬௬ߪ = ;ܤ ܤ								 = ݔ) − ܽ) ቈ−1 − 1ߥ + ߥ ∙ 1ܴଶ + ݕ)2 − ܽ)ଶܴସ ቉ ௫௬ߪ ; = ;ܥ ܥ								 = ݕ) − ܽ) ቈ1 − 1ߥ + ߥ ∙ 1ܴଶ + ݔ)2 − ܽ)ଶܴସ ቉ 
(4.5) 

где ܴ = ห ሬܴԦห = ඥ(ݔ − ܽ)ଶ + ݕ) − ܿ)ଶ. 
 
2. Массовая сила представляет собой приложенную в точке (а, с) со-

средоточенную силу интенсивности− 4π/(1+ν),направленную вдоль 0y 
ሬሬԦܭ  = − ସగଵିఔ ൫ߜ ሬܴԦ൯ଔԦ,                                           (4.6) 
 

Тогда имеем 
 ܷ௫ = 1 + ܧߥ ݃, ܷ௬ = 1 + ܧߥ ݁, ݁ = 3 − 1ߥ − ߥ ݈ܴ݊ − ݕ) − ܽ)ଶܴଶ ; 
 

(4.7)

௫௫ߪ = ;ܧ 	 ܧ				 = ݕ) − ܽ) ቈ−1 − 1ߥ + ߥ ∙ 1ܴଶ + ݔ)2 − ܽ)ଶܴସ ቉ ௬௬ߪ ; = ;ܨ ܨ								 = ݕ) − ܽ) ቈ1 − 1ߥ + ߥ ∙ 1ܴଶ + ݕ)2 − ܽ)ଶܴସ ቉ ௫௬ߪ ; = ;ܩ ܩ							 = ݔ) − ܽ) ቈ1 − 1ߥ + ߥ ∙ 1ܴଶ + ݕ)2 − ܽ)ଶܴସ ቉ 
 

(4.8)

3. Массовая сила представляет собой центр дилатации, приложенный 
в точке (а, c), интенсивности − 2π/(1−ν), 

ሬሬሬԦࡷ  = − ૛࣊૚ିࣇ ∙  ሬሬԦ൯,                                            (4.9)ࡾ൫ࢾࢺ
 

Эта массовая сила (и соответствующее ей решение) может быть полу-
чена как сумма двух двойных сил без моментов, приложенных в той же 
точке (а, c), и направленных вдоль осей х и у. 

Соответствующие перемещения и напряжения имеют вид: 
 ܷ௫ = 1 + ܧߥ ݀, ݀ = ݔ) − ܽ)ܴଶ , ܷ௬ = 1 + ܧߥ ,݌ ݌ = ݕ) − ܿ)ܴଶ , (4.10)
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௫௫ߪ = ௬௬ߪ− = ;ܫ 	 ܫ = ݕ) − ܿ)ଶ − ݔ) − ܽ)ଶܴସ ௫௬ߪ ; = −ܲ; 					 ܲ = ݔ)2 − ݕ)(ܽ − ܿ)ܴସ . (4.11)

 
4. Массовая сила представляет собой центр вращения в точке (а, c), с 

осью, перпендикулярной плоскости (х, у) 
ሬሬԦܭ  = ߨ ∙ ߘ ⨯ [ሬ݇Ԧ ∙ ൫ߜ ሬܴԦ൯],                                       (4.12) 
 

где ሬ݇Ԧ − орт оси z, перпендикулярной к плоскости (х, у). Тройка векторов ଓԦ,	ଔሬሬԦ, ሬ݇Ԧ − правая. Эта массовая сила может быть получена как сумма двух 
взаимноперпендикулярных двойных сил с моментами, направленными по ሬ݇Ԧ и приложенными в той же точке (а, c). 

Соответствующие перемещения и напряжения имеют вид: 
 ܷ௫ = − ଵାఔா ܲ,  ܷ௬ = ଵାఔா ௫௫ߪ (4.13)                                   ,݀ = ௬௬ߪ− = ௫௬ߪ	;ܲ =  (4.14)                   								;ܫ
 

Для решения поставленной задачи представим вектор перемещения ሬܷሬԦд в виде суперпозиции вышеотмеченных четырех сингулярных решений ሬܷሬԦ(௞)(݅ = 1, ܰതതതതത) = 1 , каждый из которых полностью лежит внутри соответ-
ствующего контура отверстия Si 

 ሬܷሬԦд = ∑ ׬ ∑ Φ௞(ܽ, ܿ) ሬܷሬԦ(ݔ − ܽ, ݕ − ܿ)ସ௞ୀଵௌ೔∗ே௜ୀଵ ௜ܵ∗                  (4.15) 

 
Контурные интегралы в формуле (4.15) заменим их приближенными 

значениями, используя М-точечную формулу трапеций или квадратур-
ную формулу Гаусса. Имеем 

 ሬܷሬԦд(ݔ, (ݕ = ∑ ∑ ௝߱ெ௝ୀଵே௜ୀଵ ∑ Φ௜௝(௞)ସ௞ୀଵ ሬܷሬԦ௜௝(௞)(ݔ,  (4.16)                 ,(ݕ
 

где ωj − весовые коэффициенты;	Φ௜௝(௞) = Φ(௞)൫ܽ௜௝, ܿ௜௝൯ –значения искомых 
плотностей распределения в узловых точках (ܽ௜௝, ܿ௜௝) ߳	 ௜ܵ∗; 

 ሬܷሬԦ(௞)(ݔ, (ݕ = ሬܷሬԦ(௞)൫ݔ − ܽ௜௝, ݕ − ܿ௜௝൯. 
 

Для отыскания неизвестных значений Φ௜௝(௞)воспользуемся, как и ранее 
[87], принципом минимума потенциальной энергии деформации системы 
Ω [65] при отсутствии напряжений на контурах отверстий 
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Ωߜ =ඵ ൤∇∇ଶ + 1 + 1ߥ − ߥ ∇∇ ∙ ሬܷሬԦ൨ ∙ δ ሬܷሬԦ௏ ܸ݀ + 
(4.17)+෍ න ሬ݊Ԧ௜ௌ೔

ே௜ୀଵ ∙ ߲൫ ሬܷሬԦ൯ ∙ ߜ ሬܷሬԦ݀ ௜ܵ = 0. 
 

В виду произвольности߲൫ ሬܷሬԦ൯ в области V, занятой пластиной, выпол-
нение условия стационарности δΩ = 0 требует обращения в ноль всех по-
динтегральных выражений, что приводит к однородному (ܭሬሬԦ = 
0) уравнению равновесия (4.1) и граничным условиям (4.2). Так как в вы-
ражении для вектора перемещений (4.16) векторы ሬܷሬԦ௜௝(௞)(ݔ, -удовлетворя (ݕ
ют уравнению равновесия (4.1), то система линейных алгебраических 
уравнений для определения значений Φ௜௝(௞)получается из выражения (4.17) 

 ෍ න ሬ݊Ԧ௜ௌ೔
ே௜ୀଵ ∙ ߲൫ ሬܷሬԦ + ሬܷሬԦд൯ ∙ ߜ ሬܷሬԦд݀ ௜ܵ = 0. 

 

Подставляя сюда вместо ሬܷሬԦд его представление в виде (4.16) и прирав-
нивая нулю выражение при вариациях неизвестных постоянных, получаем 
систему 4MN линейных алгебраических уравнений 

 ෍෍ ௝߱ெ௝ୀଵ
ே
௜ୀଵ ෍ Φ௜௝(௞)ସ௞ୀଵ ෍ න ሬ݊Ԧ௜ௌ೔

ே௜ୀଵ ∙ ߲ ቀ ሬܷሬԦ௜௝(௞)ቁ ∙ ߜ ሬܷሬԦఈఉ(ఊ)݀ ௜ܵ = 
(4.18)=෍ න ሬ݊Ԧ௜ௌ೔

ே௜ୀଵ ∙ ߲ ቀ ሬܷሬԦ௜௝(௞)ቁ ∙ ߜ ሬܷሬԦఈఉ(ఊ)݀ ௜ܵ 
 

для 4MN неизвестных Φ௜௝(௞).  
В качестве иллюстрации применения предложенного численного ме-

тода проведем сравнение результатов, полученных на его основе, с извест-
ным решением одной задачи теории упругости [123]. 

Получим основные выражения для численного решения данной зада-
чи. Рассмотрим пластину, ослабленную двумя одинаковыми непересекаю-
щимися отверстиями радиуса r, центры которых лежат на оси Oх в точках 
O1 и O2 на расстоянии 2(r+В) друг от друга (рис. 4.3). Осевое растягиваю-
щее напряжение ϭ0 = const действует в направлении оси Оу. 

Контуры отверстий обозначим через S1 и S2, а их радиусы − через r1 и r2. 
Для каждого из отверстий введем свою локальную декартовую (хi, уi.) (i =1, 2) 
и полярную (ri, θi) системы координат с центрами в точках Oi так, что оси 
хiнаправлены по оси Ох. Обход контуров S1 и S2 будем производить против 
часовой стрелки. При этом соответствующие единичные нормали и каса-
тельные в точках этих контуров будут направлены по соответствующим ор-
там локальных полярных систем координат, т.е. ሬ݊Ԧ௜ будут совпадать с Ԧ݁௥௜ и 
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направлены внутрь пластины, а Ԧ߬௜ будут совпадать с Ԧ݁ఏ௜ инаправлены в сто-
рону увеличения углов ߠi . Обозначим также через 2В расстояние между цен-
трами отверстий. Связь между локальными полярными координатами (r,	ߠ) и 
декартовыми координатами (х, у) выражается формулами: 

 на ଵܵ ൜ݔ = ଵݎ ∙ ଵߠݏ݋ܿ − ݕ,ܤ = ଵݎ ∙ 								,ଵߠ݊݅ݏ                                   (4.19) наܵଶ ൜ݔ = ଵݎ ∙ ଶߠݏ݋ܿ + ݕ,ܤ = ଵݎ ∙                                    (4.20)									ଶ.ߠ݊݅ݏ
  

Формулы преобразования компонент вектора перемещений и тензора 
напряжений при переходе от декартовой к полярной системе координат 
записываются в следующем виде: 

 ௥ܷ = ܷ௫ ∙ ߠݏ݋ܿ + ܷ௬ ∙ ఏܷ		;ߠ݊݅ݏ = −ܷ௫ ∙ ߠ݊݅ݏ + ܷ௬ ∙ ൞ .ߠݏ݋ܿ ௥௥ߪ = ߠଶݏ݋௫௫ܿߪ + ߠ݊݅ݏ௬௬ߪ + ߠ݊݅ݏ௫௬ߪ2 ∙ ௥ఏߪߠݏ݋ܿ = ௬௬ߪ) − ߠ݊݅ݏ(௫௫ߪ ∙ ߠݏ݋ܿ + ߠଶݏ݋ܿ)௫௬ߪ − ఏఏߪ;(ߠଶ݊݅ݏ = ߠଶ݊݅ݏ௫௫ߪ + ߠଶݏ݋௬௬ܿߪ − ߠ݊݅ݏ௫௬ߪ2 ∙  (4.21)          										.ߠݏ݋ܿ

 

Вектор перемещений ሬܷሬԦ точек пластины, возникший при растяжении, 
удовлетворяет в области V уравнению равновесия (4.1) при отсутствии 
массовой силы ܭሬሬԦ. 

Требуется определить напряженно-деформированное состояние пла-
стины со свободными от напряжений отверстиями при следующих гра-
ничных условиях ሬ݊Ԧ௜ ∙ ොݒ = 0     на ଵܵ,ଶ 

 
или в координатной форме 

 .௥೔ఏ೔= 0;  на ଵܵ,ଶߪ    ;௥೔௥೔= 0ߪ 
 
Представление вектора перемещений и алгоритм нахождения фиктив-

ных нагрузок. Искомый вектор перемещений точек пластины будем искать 
в виде суперпозиции решений, соответствующих сосредоточенной силе, 
параллельной оси Оу, сосредоточенной силе, параллельной оси Ох, центру 
дилатации и центру вращения, распределенных с неизвестными плотно-
стями Φ(௜)(݅ = 1,4തതതത) вдоль контуров	 ଵܵ∗	и	 ଵܵ∗, лежащих полностью внутри 
двух отверстий в пластине и представляющих собой окружности с центра-
ми в точках Оj и радиусов (рис. 4.3) 

 ሬܷሬԦ = 1 + ܧߥ ෍ න ൣΦ(ଵ)(݂ ∙ ଓԦ+ ݃ ∙ ଔԦ) + Φ(ଶ)(݃ ∙ ଓԦ+ௌ೘∗
ଶ௠ୀଵ  

(4.22)+݁ ∙ ଔԦ) + Φ(ଷ)(݀ ∙ ଓԦ+ ݌ ∙ ଔԦ) + Φ(ସ)(−݌ ∙ ଓԦ+ ݀ ∙ ଔԦ)൧݀ܵ,∗ 
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Рис. 4.3. Расположение фиктивных нагрузок в пластине 
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где f = f(х, у; а, с), . . . , р = р(х, у; а, с) − функции, определяемые формула-
ми (4.4), (4.7), (4.10); (а, с) − точки приложения фиктивных (четырех ти-
пов) нагрузок. Переходя от непрерывного к дискретному распределению 
фиктивных нагрузок для искомого вектора перемещения, будем иметь 
представление 

 ܷ௫ = ଵାఔா ∑ ቂΦ௡(ଵ) ௡݂ + Φ௡(ଶ)݃௡ + Φ௡(ଷ)݀௡ + Φ௡(ସ)݌௡)ቃ ;ே௡ୀଵ   ܷ௬ = ଵାఔா ∑ ቂΦ௡(ଵ)݃௡ + Φ௡(ଶ)݁௡ + Φ௡(ଷ)݌௡ + Φ௡(ସ)݀௡)ቃ .ே௡ୀଵ          (4.23) 
 

где fn, . . . , рn определяются формулами (4.4), (4.7), (4.10) при a = an, c = cn; 
(an, cn) − точки приложения фиктивных нагрузок, причем точки (an, cn) ле-
жат: на окружности ଵܵ∗, если n≤N1; на окружности ܵଶ∗,если N1 < η ≤ N2. При 
этом N − общее количество точек приложения фиктивных нагрузок и со-
храняется их сквозная нумерация при переходе от контура к контуру − от ଵܵ∗ к ܵଶ∗. Представленный таким образом вектор перемещений удовлетворя-
ет уравнению равновесия (4.1) всюду в области V и для его полного опре-
деления остается найти неизвестные постоянные Φ௡(௜)	(݅ = 1,4തതതത; ݊ = 1,4തതതത) – 
значения плотности в точках (an, cn), т. е. Φ௡(௜) = Φ(௜)(ܽ௡, ܿ௡) – из гранично-
го условия (4.20). 

Соответствующие вектору перемещений (4.23) компоненты тензора 
напряжений будут определяться формулами 

௫௫ߪ  = ෍ ቂΦ௡(ଵ)ܣ௡ + Φ௡(ଶ)ܧ௡ + Φ௡(ଷ)ܫ௡ + Φ௡(ସ) ௡ܲ)ቃே
௡ୀଵ ; 

௬௬ߪ = ෍ ቂΦ௡(ଵ)ܤ௡ + Φ௡(ଶ)ܨ௡ + Φ௡(ଷ)ܫ௡ + Φ௡(ସ) ௡ܲ)ቃே
௡ୀଵ ; 

௫௬ߪ = ෍ ቂΦ௡(ଵ)ܥ௡ + Φ௡(ଶ)ܩ௡ + Φ௡(ଷ) ௡ܲ + Φ௡(ସ)ܫ௡)ቃே
௡ୀଵ ; 

(4.24)

 
где Аn, …, In определяются формулами (4.5), (4.8), (4.11) при a = an, c = cn. 

Подставив в соотношение (4.18) выражение для компонент векторов 
перемещений и тензоров напряжений (4.21)–(4.23) получим систему ли-
нейных алгебраических уравнений для определения 4Ν неизвестных Φ௡(௜). 
После определения констант Φ௡(௜)напряженно-деформированное состояние 
пластины с отверстиями рассчитывается по формулам (4.23) и (4.24). 

На рис. 4. 4 представлены результаты расчета отношения ϭyy/ϭ0 для 
различных (В–r)/r (ν = 0,32) в точках А  и А*. Сплошная линия соответству-
ет данным из [123], точки найдены с использованием предлагаемого мето-
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да. Погрешность разработанного метода составляет не более 0,6%. При 
этом контуры ଵܵ,ଶ∗  представляют собой окружности радиуса r* = 0,8r, кон-
центрические по отношению к контурам отверстий, вдоль каждой из кото-
рых равномерно по дуге окружности располагаются по 24 узловых точки 
(аi,j,ci,j) (i=l,2;j=1,24ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ). 

 

 
 

Рис. 4.4. Зависимость концентрации напряжений  
в точках А и А* от отношения (B−r)/r 

 
 
 
4.3. Определение коэффициентов интенсивности напряжений  
для полосы конечной ширины при наличии в ней двух отверстий  
и четырех радиальных трещин 
 

Рассмотрим задачу (рис. 4.5) о растяжении упругой однородной и изо-
тропной полосы шириной 2w, содержащей два одинаковых круговых от-
верстия с радиусом R, расположенные симметрично относительно средин-
ной линии АА*. Расстояния от центров отверстий до линии АА*равны В. На 
контур каждого из отверстий выходят две поперечные трещины (попереч-
ные в том смысле, что линия этих трещин перпендикулярна граням поло-
сы) длиной αm и αp соответственно. 
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Рис. 4.5. Пластина с двумя круговыми отверстиями  
и четырьмя трещинами 

 
 

Боковые грани полосы, контуры круговых отверстий и поверхности 
трещины считаются свободными от внешних нагрузок. На достаточном 
удалении от отверстий в поперечных сечениях полосы действуют равно-
мерно распределенные растягивающие напряжения ϭ0 = const. 

Очевидно, распределение напряжений и перемещений в исходной по-
лосе шириной 2W является симметричным относительно срединной линии 
АА*. В силу этого достаточно построить решение лишь для половины ис-
ходной полосы (т.е. для полосы шириной W), сформулировав налинии АА*, 
граничные условия, вытекающие из симметрии задачи. Для рассматривае-
мой задачи условия симметрии на линии АА* можно приближенно заме-
нить условиями отсутствия нормальных и касательных напряжений. 
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Рис. 4.6. Пластина с нецентральным круговым 
отверстием и двумя радиальными трещинами 

 

 

S
 

bd Cd

W/2 W/2

ll

αpαm

 С учетом вышеска-
занного исходная зада-
ча приводится к сле-
дующей (см. рис. 4.6). 
Полоса шириной 
W содержит нецен-
тральное круговое от-
верстие с радиусом R. 
Расстояние от центра 
отверстия до дальней от 
него грани полосы рав-
но bd − S. На контур от-
верстия выходят две 
поперечные трещины 
длиной αm и αp  соответ-
ственно. Боковые грани 
полосы, контур круго-
вого отверстия и по-
верхности трещины 
свободны от внешних 
нагрузок. На достаточ-
ном удалении от отвер-
стия в поперечных се-
чениях полосы дейст-
вуют растягивающие 
напряжения ϭ0 = const. 

Рассмотрим при-
ближенный метод по-
строения весовой функ-
ции для нецентральной 
поперечной трещины в 
полосе конечной шири-
ны (рис. 4.7). В основе 
метода лежит использо-

вание выражений для нормальных напряжений на продолжении линии 
трещины, расположенной в неограниченной плоскости и нагруженной 
единичными нормальными сосредоточенными силами. Указанных выра-
жений для напряжений в литературе найти не удалось, поэтому сначала 
построим решение этой задачи. Итак, рассмотрим задачу (рис. 4.7) для 
прямолинейной трещины длиной 2l, расположенной в неограниченной од-
нородной и изотропной пластине. В точке ξ к поверхностям трещины при-
ложены две единичные нормальные противоположно направленные сосре-
доточенные силы. 
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В силу симметрии задачи достаточно построить решение для полу-
плоскости y > 0. При этом граничные условия принимают вид 

 
ϭyy(x,0) = − p(x),   |x| < 1,                                   (4.25) 
uy(x,0) = 0,         |x| > 1,                                    (4.26) 

где 
p(x) = δ(x − ξ). 

 
Будем исходить из соотношения [121] 

 ௦݂ഥ൛ߪ௬௬(ݔ, 0)ൟ(݇) = |݇|ܣ− ௦݂ഥ൛ݑ௬(ݔ, 0)ൟ(݇),                    (4.27) 
 

в котором А = μ(1–ν)–1 для плоской деформации и А = μ(1+ ν) для плоского 
напряженного состояния, а также использовано обозначение [121] 

 ௦݂ഥ{߮(ݔ)}(݇) = න ஶ(ݔ)߮
ିஶ exp	(݅݇ݔ)݀ݔ 

 

для интегрального  преобразования . 
Вводя функции u(х) = u(х,0) и ϭ0=− ϭyy(x,0) запишем (4.25) и (4.27) так: 

 ௦݂ഥ{߮(ݔ)}(݇) = |݇|ܣ− ௦݂ഥ൛ݑ௬(ݔ, 0)ൟ(݇),                        (4.28) 

Рис. 4.7. Пластина с двумя трещинами 
 

1 

1 

W/2 W/2

αm R R
S

bd cd

ξ 

αp

l l

y

x 0
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ϭyy(x,0) = − p(x),  |x| < 1, 
uy(x,0) = 0,          |x| > 1 

(4.29)

 
Имеет место соотношение [55] 

 ௦݂ഥ{߮(ݔ)}(݇) = 2 ௖݂ഥ{߮ା(ݔ)}(݇) + 2݅ ௦݂ഥ{߮ି(ݔ)}(݇),                (4.30) 
 

в котором 
 ௖݂ഥ{߮(ݔ)}(݇) = ׬ (ݔ)߮ cos(݇ݔ) ஶ଴ݔ݀  – косинус-преобразование Фурье, ௦݂ഥ{߮(ݔ)}(݇) = ׬ ஶ଴ݔ݀(ݔ݇)	sin(ݔ)߮  – синус-преобразование Фурье, 
 
а также ߮ା(ݔ) = (ݔ)߮ + 2(ݔ−)߮  

(ݔ)ି߮(4.31) = (ݔ)߮ − 2(ݔ−)߮ , 
причем, очевидно, 
(ݔ)߮  = ߮ା(ݔ) +  (4.32)                                    ,(ݔ)ି߮
 ߮ା(ݔ) = ߮ା(−ݔ), (ݔ)ି߮ =  .(ݔ−)ି߮−

 
Полагая теперь 
(ݔ)ߪ  = (ݔ)ାߪ + ,(ݔ)ିߪ (ݔ)ݑ = (ݔ)ାݑ +  (4.33)               ,(ݔ)ିݑ
 

с учетом (4.30) получаем: 
 ௖݂ഥ{ߪା(ݔ)}(݇) + ݅ ௦݂ഥ{(ݔ)ିߪ}(݇) = = ൣ݇ܣ ௖݂ഥ{ݑା(ݔ)}(݇) + ݅ ௦݂ഥ{(ݔ)ିݑ}(݇)൧,                        (4.34) 

 
где уже нет необходимости различать k и |k|. 

Разделяя вещественную и мнимую части в (З.34), находим 
 ௖݂ഥ{ߪା(ݔ)}(݇) = ݇ܣ ௖݂ഥ{ݑା(ݔ)}(݇), ௦݂ഥ{(ݔ)ିߪ}(݇) = ݇ܣ ௦݂ഥ{(ݔ)ିݑ}(݇)                            (4.35) 
 

при этом граничные условия (4.29)заменяются следующими: 
 

ϭ±(x,0) = p±(x),  0 ≤ x ≤ 1, 
u±(x) = 0,      0 ≤ x ≤ ∞. 

(4.36)
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Сначала построим решение нечетной задачи, для которой опреде-
ляющими являются следующие соотношения: 
 ௦݂ഥ{(ݔ)ିߪ}(݇) = ݇ܣ ௦݂ഥ{(ݔ)ିݑ}(݇),                            (4.37) 

 ቂఙ±(௫,଴)ୀ௣±(௫),			଴ஸ௫ஸ௟,ఙష(௫)ୀ଴,														଴ஸ௫ஸஶ.                                    (4.38) 
 
где (ݔ)ି݌ = ఋ(௫ିక)ିఋ(ି௫ିక)ଶ = ఋ(௫ିక)ିఋ(௫ାక)ଶ .             (4.39) 

 
В (4.3) мы воспользовались четностью δ-функции.  
С помощью соотношения 

(ݔ)ଵ/ଶܬ  = ൬ ൰ଵ/ଶݔߨ2  ݔ݊݅ݏ
 

запишем синус-преобразование Фурье так 
 

௦݂ഥ{߮ (݇){(ݔ) = න (ݔ)߮ sin(݇ݔ) ஶݔ݀
଴ = 

(4.40)= ൬2݇ߨ ൰భమ න (ݔ)భమ߮ݔ (ݔ݇)భమܬ ஶݔ݀
଴ = భమ݇2ߨ ܵ଴,ଵ/ଶ{߮(ݔ)}(݇), 

 
где J1/2(x) − функция Бесселя первого рода и использовано обозначение 
Sα,β для обобщенных интегральных операторов Ханкеля. 

Ниже используются свойства операторов Ханкеля Sα,β, а так-
же операторов Эрдейи-Кобера Iα,β иKα,β. Определения и свойства этих опе-
раторов подробно изложены в [148-]. 

С помощью (4.40) перепишем (4.37) так: 
 ܵ଴,ଵ/ଶ{(ݔ)ିߪ}(݇) =  (4.41)  ,(݇){(ݔ)ିݑ}଴,ଵ/ଶܵ݇ܣ
 
Обращая соотношение (4.41), получаем 
(ݔ)ିߪ  =  (4.42)  .(ݔ)ൟ(݇){(ݔ)ିݑ}భమ.ିభమ൛݇ܵ଴,ଵ/ଶܵܣ
 
Вводя обозначение 
 ߰ି(݇) = ܵ଴,ଵ/ଶ{(ݔ)ିݑ}(݇),                             (4.43) 
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представим (4.42) в виде 
(ݔ)ିߪ  = (ݔ){(݇)(݇)ି߰݇}భమ,ିభమܵܣ	 =. = ݔܣ2 ܵଵ.ିయమ{߰ି(݇)}(ݔ) (4.44)

 
Обращая соотношение (4.43), находим 
(ݔ)ିݑ  = ܵభమ,ିభమ{߰ି(݇)}(ݔ),                                    (4.45) 
 
Удовлетворяя с помощью (4.44) и (4.45) граничным условиям (4.38), 

приходим к парным интегральным уравнениям относительно функции ψ−(k): 
 ܵଵ,ିయమ{߰ି(݇)}(ݔ) = ௫ଶ஺ (ݔ){(݇)ି߰}x ≤ 1, ܵభమ,ିభమ ≥0 ,(ݔ)ି݌ = 0, 0 ≤ x ≤ ∞. 

(4.46)

 
Используя обозначение 

(ݔ)ିݍ  = ௫ଶ஺  (4.47)                                        ,(ݔ)ି݌
 

запишем (4.46) так: 
 ܵଵ,ିయమ{߰ି(݇)}(ݔ) =  ,x ≤ 1 ≥ 0 ,(ݔ)ିݍ

(4.48)ܵభమ,ିభమ{߰ି(݇)}(ݔ) = 0, 0 ≤ x ≤ ∞. 
 

Введем обозначения 
 ܵଵ,ିయమ{߰ି(݇)}(ݔ) = ܶି (ݔ){(݇)ି߰}భమ,ିభమܵ ,(ݔ) = (4.49) ,,(ݔ)ିܷ

 
причем, очевидно, 

(ݔ)ିݑ  = ,(ݔ)ିܷ (ݔ)ିߪ		 = ଶ஺௫ ܶି  (4.50)                                .(ݔ)
 

Решение парных уравнений (4.48) ищем в виде 
 ߰ି(݇) = ܵ଴,ଵ{ℎି(ݖ)}(݇),                                        (4.51) 

 
где h−(z) − пока некоторая неизвестная функция.  
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Подставляя (4.51) в (4.49), получаем 
 ܵଵ,ିయమܵ଴,ଵℎି = ܶି ; 			ܵభమ,ିభమܵ଴,ଵℎି = ܷି 
 

или, что то же самое, 
଴,ିభమℎିܫ  = ܶି ; భమ,భమℎିܭ		 = ܷି,                               (4.52) 
 

где мы воспользовались свойствами операторов Ханкеля.  
Обращая соотношения (4.52), находим 

 ℎି = భమ,భమܶିିܭ ; 			ℎି =  ଵ,భమܷି.                             (4.53)ܭ
 

Введем интервалы z1 = [0,1], z2 = [1,∞] и обозначения 
 ℎି, ܶି , 	ܷି = ൥ℎ(ିଵ), ܶି(ଵ), ܷ(ିଵ) на ,ଵℎ(ିଶ)ݖ ܶି(ଶ), ܷ(ିଶ) на ଶݖ  (4.54)

 
причем, в соответствии с парными уравнениями (4.48), нам неизвестны ве-
личины 

 U(ିଶ) = 0;		Tି(ଵ) = q_,                                        (4.55) 
 

Распишем второе из равенств (4.52) по интервалам. Имеем 
 ℎ(ିଵ)(ݖ) = ൤݈ݖ൨ ଵ,ିଵ/ଶܷ(ିଵ)ܭ + ቂ∞݈ቃ ଵ,ିଵ/ଶܷ(ିଶ) наܭ zଵ  

  (4.56)h(ିଶ)(z) = ቂ∞l ቃ Kଵ,ିଵ/ଶU(ିଶ) на zଶ  

 
отсюда, в силу первого равенства (4.55), следует 

 ℎ(ିଶ)(ݖ) = 0;	ℎ(ିଵ)(ݖ) = ൣ௟௭൧ܭଵ,ିଵ/ଶܷ(ିଵ).                     (4.57) 
 

Распишем теперь первое из равенств (4.52) по интервалам: 
 ℎ(ିଵ)(ݖ) = ൤0݈൨  ଵݖ		భమ,ିଵ/ଶܶି(ଵ) наିܫ

(4.58)на		ݖଶ 
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0 = ൤0݈൨ భమ,ିଵ/ଶܶି(ଶ)ିܫ + ቂ݈ݖቃ  భమ,ିଵ/ଶܶି(ଶ)ିܫ
 

откуда, с учетом второго равенства (4.55), получаем 
 ℎ(ିଵ)(ݖ) = ቂ0ݖቃ ቃݖቂ݈ ିݍభమ,భమିܫ భమ,భమܶି(ଶ)ିܫ = − ൤0݈൨  ିݍభమ,భమିܫ

(4.59) 

 
Обращая второе соотношение (4.59), находим 

(࢞)(૛ି)ࢀ  =  (4.60)                              ିࢗ૚૛,૚૛ିࡵ૙൧࢒૙,ି૚૛ൣࡵ൧࢞࢒ൣ−
 

Сначала определяем 
 ൤ ૙൨࢒ ିࢗ૚૛,૚૛ିࡵ = ૛࣊૚/૛ න ૛ࢠ)࢛ࢊ(࢛)ିࢗ − ࢛૛)૚/૛࢒

૙ , 
 

подставляя куда (4.47), получаем 
 ൤ ૙൨࢒ ିࢗ૚૛,૚૛ିࡵ = ૛࣊૚/૛࡭න ૛ࢠ)࢛ࢊ(࢛)ି࢖࢛ − ࢛૛)૚/૛࢒

૙ , 
 

подставляя куда, в свою очередь, (4.59) окончательно находим 
ିࢗ૚૛,૚૛ିࡵ૙൧࢒ൣ  =  ૚/૛,                                  (4.61)(૛ࣈ૛ିࢠ)࡭૛࣊૚/૛ࣈ

 
что справедливо при ξ<>0. 

Внося (4.61) в (4.60), получаем 
(࢞)(૛ି)ࢀ  = − ࡭૛࣊ࣈ න࢞ࢊࢊ ૛࢞)ࢠࢊࢠ − ૛ࢠ)૛)૚/૛ࢠ − ૛)૚/૛ࣈ =࢞

࢒  

= − ܣߨ2ߦ ݔ݀݀ න ݖ)ݖ݀ − ଶݔ)ଶ)ଵ/ଶߦ − ଵ/ଶ(ݖ =௫૛
௟૛  = − ܣߨ2ߦ ݔ݀݀ ቈܽ݃ݐܿݎ(∞) − ݃ݐܿݎܽ ቆ݈ଶ − ଶݔଶߦ − ݈ଶቇ቉ = 

= − ଶ݈)ߦ − ଶݔ)ܣߨ2ݔଶ)భమߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ. (4.62)
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С учетом (4.50)из (4.62) следует, что 
(ݔ)ିߪ  = − ଶ݈)ߦ − ଶݔ)ߨଶ)ଵ/ଶߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ 

при l ≤ x 

 

и, следовательно 
(ݔ)௬௬ିߪ  = ଶ݈)ߦ − ଶݔ)ߨଶ)ଵ/ଶߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ при l ≤ x. (4.63)

 
Перейдем теперь к решению четной задачи, для которой имеем 
 ௖݂ഥ{ߪା(ݔ)}(݇) = ݇ܣ ௖݂ഥ{ݑା(ݔ)}(݇), (4.64)
 ቈߪା(ݔ) = ,(ݔ)ା݌ 0 ≤ ݔ ≤ (ݔ)ାݑ,݈ = 0, 0 ≤ ݔ ≤ ∞. (4.65)

 

где ࢖ା(࢞) = ࢞)ࢾ − (ࣈ + ࢞−)ࢾ − ૛(ࣈ = = ݔ)ߜ − (ߦ + ݔ)ߜ + 2(ߦ . (4.66)

 

С помощью соотношения 
(ݔ)ଵ/ଶିܬ  = ൬ ൰ଵ/ଶݔߨ2  ݔݏ݋ܿ

 
запишем косинус-преобразование Фурье в виде 

 

௦݂ഥ{	߮(ݔ)}(݇) = ൬ ൰భమݔߨ2 න (ݔ)భమ߮ݔ (ݔ݇)భమିܬ ஶݔ݀
଴ = 

 
(4.67)= భమ݇2ߨ ܵିభమ.భమ{߮(ݔ)}(݇),  

 
С учетом (4.67), соотношение (4.64) принимает вид 

 ܵିభమ.భమ{ߪା(ݔ)}(݇) =  (4.68)                          .(݇){(ݔ)ାݑ}భమ.భమିܵ݇ܣ
 

Вводя обозначение 
 ߰ା(݇) = ܵିభమ.భమ{ݑା(ݔ)}(݇).                                 (4.69) 
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запишем (4.68) так: ܵିభమ.భమ{ߪା(ݔ)}(݇) =  ା(݇)                               (4.70)߰݇ܣ
 

Обращая соотношение (4.69) и (4.70), находим 
(ݔ)ାݑ  = ܵ଴,ିଵ/ଶ{߰ା(݇)}(ݔ).  ߪା(ݔ) = (ݔ)଴,ିଵ/ଶ{݇߰ା(݇)}ܵܣ = (4.71)= ݔܣ2 ଵܵ/ଶ,ିଷ/ଶ{߰ା(݇)}(ݔ)  

 
Удовлетворяя с помощью (4.71) граничным условиям (4.65), приво-

дим к парным интегральным уравнениям относительно функции ߰ା(݇) 
 ଵܵ/ଶ,ିଷ/ଶ{߰ା(݇)}(ݔ) = ܣ2ݔ (ݔ)x ≤l, ܵ଴,ିଵ/ଶ{߰ା(݇)}≥0 ,(ݔ)ା݌ = 0, 0≤x ≤∞. 
 

которые с использованием обозначения 
(࢑)ାࢗ  = ૛࢞࡭  ା(࢞),                                          (4.72)࢖

 
запишем так: 
 ଵܵ/ଶ,ିଷ/ଶ{߰ା(݇)}(ݔ) =  ,ା(݇), 0≤x ≤ lݍ

(4.73)ܵ଴,ିଵ/ଶ{߰ା(݇)}(ݔ) = 0, 0≤x ≤ ∞. 
 

Далее введем обозначения: 
(࢞){(࢑)ା࣒}૚૛,ି૜૛ࡿ  =   ,(࢞)ାࢀ

(࢞){(࢑)ା࣒}૙,ି૚/૛ࡿ(4.74) =   (࢞)ାࢁ
 

причем, очевидно, 
(ݔ)ାݑ  = ܷା(ݔ),     ߪା(ݔ) = ଶ஺௫ ାܶ(ݔ)                            (4.75) 

 
Решение парных уравнений (4.73) ищем в виде 

 ࣒ା(࢑) =  (4.76)                                   ,(࢑){(ࢠ)ାࢎ}૚૛,૚ିࡿ
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Подставляя (4.76)в (4.74), после простых преобразований получаем 
 ܵିభమ,భమℎା = ାܶ; ܭ଴,ଵ/ଶℎା = ܷା, (4.77)

 
Обращая соотношения (4.77), находим 

ାࢎ   = ାࢎ ;ାࢀ૚,૚૛ିࡵ =  ା,                             (4.78)ࢁ૚૛,ି૚૛ࡷ

 
Снова вводя интервалы z1 и z2, заметим, что нам неизвестны следую-

щие величины 
 ܷା(ଶ) = 0;	 ାܶ(ଵ) =  ା,                                      (4.79)ݍ
 

Распишем второе из равенств (4.78) по интервалам: 
 ℎା(ଵ)(ݖ) = ൤݈ݖ൨ ଵ/ଶ,ିଵ/ଶܷା(ଵ)ܭ + ቂ∞݈ቃ  ଵ/ଶ,ିଵ/ଶܷ(ିଶ) наz1ܭ

(4.80)ℎା(ଶ)(ݖ) = ቂ∞ݖ ቃܭଵ/ଶ,ିଵ/ଶܷ(ିଶ) наz2 

 
Откуда, с учетом первого равенства (4.79), получаем  

(ࢠ)ା(૛)ࢎ  = ૙; ࢎା(૚)(ࢠ) =  ା(૚).                     (4.81)ࢁ૚/૛,ି૚/૛ࡷ൧ࢠ࢒ൣ
 

Теперь распишем по интервалам первое из равенств (4.78): 
(ࢠ)ା(૚)ࢎ  = ቂࢠ૙ቃ ା(૚) наࢀ૚,૚૛ିࡵ  ૚ࢠ

(4.82)૙ = ൤࢒૙൨ ା(૚)ࢀ૚,૚૛ିࡵ + ቂ࢒ࢠቃ ା(૛) наࢀ૚,૚૛ିࡵ  ૛ࢠ

 
откуда, с учетом второго из равенств (4.79), получаем 

(ࢠ)ା(૚)ࢎ  = ቂࢠ૙ቃ   ,ାࢗ૚,૚૛ିࡵ
(4.83)ቂ࢒ࢠቃ ା(૛)ࢀ૚,૚૛ିࡵ = − ൤࢒૙൨   .ାࢗ૚,૚૛ିࡵ

 
Обращая второе из соотношений (4.83), находим  

(ࢠ)ା(૛)ࢀ  =  ା.                             (4.84)ࢗ૚,૚૛ିࡵ૙൧࢒૚/૛,ି૚/૛ൣିࡵ൧࢞࢒ൣ
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Сначала вычислим 
 ൤ ૙൨࢒ ାࢗ૚,૚૛ିࡵ = ૛࣊ࢠ૚/૛ න ૛ࢠ)࢛࢛ࢊ(࢛)ାࢗ − ࢛૛)૚/૛ ࢒=

૙  = න࡭૚/૛࣊ࢠ ૛ࢠ)࢛ࢊ(࢛)ା࢖ − ࢛૛)૚/૛ = ૛ࢠ)࡭૛࣊૚/૛ࢠ − ࢒૛)૚/૛ࣈ
૙ , 

 
(4.85)

 
что справедливо при ξ < > 0. 

Подставляя (4.85) в (4.84), после некоторых вычислений получаем 
(࢞)ା(૛)ࢀ  = − ࢞૛࣊࡭ න࢞ࢊࢊ ૛࢞)ࢠࢊࢠ − ૛ࢠ)૛)૚/૛ࢠ − ૛)૚/૛ࣈ =࢞

࢒  

= − ࢞૛(࢒૛ − ૛࢞)࡭૛)૚૛૛࣊ࣈ − ૛)(࢞૛ࣈ −  ,૛)૚૛࢒
 

и, следовательно, 
 ࣌࢟࢟∗ (࢞, ૙) = ࢞૛൫࢒૛ିࣈ૛൯૚૛࣊(࢞૛ିࣈ૛)(࢞૛ି࢒૛)૚૛ 		при	࢒ ≤ ࢞.                           (4.86) 

 
Складывая (4.63)и (4.86), получаем 
 ࣌࢟࢟(࢞, ૙) = ࣌࢟ା࢟ (࢞, ૙) + ࣌࢟࢟ି(࢞, ૙) = 

૛࢒)(4.87) − ૛)૚૛࣊ࣈ · (࢞ + ૛࢞)(ࣈ − ૛)(࢞૛ࣈ − ૛)૚૛࢒ при ࢒ ≤ ࢞. 
 
В силу нечетности функции ߪ௬௬ି(ݔ, 0) и четности функции ߪ௬௬ା ,ݔ) 0),на 

основании (4.63) и (4.68) имеем: 
(ݔ)௬௬ିߪ  = ଶ݈)ߦ − ଶݔ)ߨଶ)భమߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ при ݈ ≤  ݔ

 
 
௬௬ାߪ(4.88) (ݔ) = ଶ݈)|ݔ| − ଶݔ)ߨଶ)భమߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ при ݈ ≤   .ݔ

 
Складывая соотношения (4.88), получаем 

,ݔ)௬௬ߪ  0) = (௟మିకమ)భమగ · |௫|ାక(௫మିకమ)(௫మି௟మ)భమ при	݈ ≤  (4.89)                     ݔ
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Далее с помощью (4.87) и (4.89) вычисляем коэффициенты интенсив-
ности напряжений ܭଵஶ(݈) = lim௫→௟ା଴[2(ݔ − ݈)]ଵ/ଶߪ௬௬(ݔ, 0) = ଵ/ଶ݈ߨ1 ൤݈ + ݈ߦ −  ൨ଵ/ଶߦ

(݈−)ଵஶܭ (4.90) = lim௫→ି௟ି଴[2|ݔ − ݈|]ଵ/ଶߪ௬௬(ݔ, 0) = ଵ/ଶ݈ߨ1 ൤݈ − ݈ߦ +  ,൨ଵ/ଶߦ
 

что совпадает с известным результатом [123]. Значок "∞" указывает, что 
величина K1определяется для трещины в бесконечной плоскости. 

С учетом соотношений (4.90), представления (4.87) и (4.89) могут 
быть записаны следующим образом: 

,ݔ)௬௬ߪ  0) = ݈)ଵஶ(݈)݈భమܭ − (ߦ ݔ + ଶݔ)ߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ при ݈ ≤  ݔ

,ݔ)௬௬ߪ 0) = ݈)ଵஶ(−݈)݈భమܭ + (ߦ |ݔ| − ଶݔ)ߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ при ݔ ≤  ߙ−
(4.91)

 
Перейдем теперь к построению весовой функции для трещины в по-

лосе конечной ширины (рис. 4.7). Для этого воспользуемся приближенным 
методом, предложенным в [15]. В соответствии с указанным методом счи-
таем, что приближенные представления для нормальных напряжений на 
отрезках l ≤х ≤ cd и − bd ≤ х ≤ −l можно получить из представлений (4.91) 
с помощью замены ܭଵஶ на пока неизвестные значения коэффициентов ин-
тенсивности напряжений для полосы.  

Таким образом, полагаем 
,ݔ)௬௬ߪ  0) = ݈)ଵ(݈)݈భమܭ − (ߦ ݔ + ଶݔ)ߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ при l≤ х ≤ cd 

,ݔ)௬௬ߪ(4.92) 0) = ݈)ଵ(−݈)݈భమܭ + (ߦ |ݔ| − ଶݔ)ߦ − ଶݔ)(ଶߦ − ݈ଶ)భమ при −bd ≤ х ≤ 
−l 

 
где ܭଵ(݈) и ܭଵ(−݈) − неизвестные пока значения коэффициентов интенсив-
ности напряжений в вершинах трещины. 

Представим уравнения (4.92) в следующем виде: 
,ݔ)௬௬ߪ  0) = ݈)(݈)ଵܭ − 2݈భమ(ߦ ∙ ݔ) + ݈)భమ(ݔ − ݔ)(ߦ − ݈)భమ − 
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−(݈ଶ − ݈ߨଶ)భమ2ߦ ∙ ݔ) + ݈)భమ(ݔ − ݔ)(ߦ − ݈)భమ , ݈ ≤ ݔ ≤ сௗ. 
,ݔ)௬௬ߪ(4.93)  0) = ݈)(݈−)ଵܭ + 2݈భమ(ߦ ∙ |ݔ|) + ݈)భమ(|ݔ| + |ݔ|)(ߦ − ݈)భమ − 

−(݈ଶ − ݈ߨଶ)భమ2ߦ ∙ |ݔ|) − ݈)భమ(|ݔ| + |ݔ|)(ߦ + ݈)భమ , −ܾௗ ≤ х ≤ 	−݈ 
 

Для определения величин ܭଵ(݈) и ܭଵ(−݈) мысленно рассечем пластину 
вдоль оси Ох и составим уравнения равновесия каждой из получающихся при 
этом областей. Очевидно, что в данном случае уравнения равенства нулю 
главного вектора и главного момента относительно оси Оу имеют вид: 

 න ,ݔ)௬௬ߪ ݔ݀(0 +ି௟
ି௕೏  +න ,ݔ)௬௬ߪ ݔ݀(0 = 1,௖೏௟  

(4.94)න ,ݔ)௬௬ߪ ௖೏௟ݔ݀(0 − ߦ = න ,ݔ)௬௬ߪ ௟ି.ݔ݀|ݔ|(0
ି௕೏  

 

Подставляя в (4.94) представления (4.93) и вычисляя получающиеся 
при этом интегралы, находим, что искомые величины ܭଵ(݈) и ܭଵ(−݈) яв-
ляются решением следующей системы из двух линейных алгебраических 
уравнений: 

 ܾଵଵ (݈ − ଵ/ଶ2݈ଵ/ଶ(ߦ ∙ (݈)ଵܭ + ܾଵଶ (݈ + భమ2݈భమ(ߦ ∙ (݈−)ଵܭ = ܽଵଷ, 
ܾଶଵ (݈ − ଵ/ଶ2݈ଵ/ଶ(ߦ ∙ (݈)ଵܭ − ܾଶଶ (݈ + భమ2݈భమ(ߦ ∙ (݈−)ଵܭ = ܽଶଷ, (4.95)

где ܾଵଵ = (݈ − ଵ/ଶ݈݊(ߦ (ܿௗଶ − ݈ଶ)ଵ/ଶ + ܿௗ݈ + +(݈ + ݃ݐܿܿݎଵ/ଶܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܿௗଶܿߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ −  ,ଶ)ଵ/ଶߦ
(4.96)
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ܾଵଶ = (݈ + ଵ/ଶ݈݊(ߦ (ܾௗଶ − ݈ଶ)ଵ/ଶ + ܾௗ݈ + +(݈ − ݃ݐܿܿݎଵ/ଶܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܾௗଶܾߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶ, ܾଶଵߦ = (݈ − ଵ/ଶ(ܿௗଶ(ߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ + +(݈ − ݈)భమ(ߦ − ݈݊(ߦ (ܿௗଶ − ݈ଶ) + ܿௗ݈ ݈)ߦ+ + + ݃ݐܿܿݎଵ/ଶܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܿௗଶܿߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶ, ܾଶଶߦ = (݈ + ଵ/ଶ(ܾௗଶ(ߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ + +(݈ + ݈)భమ(ߦ − ݈݊(ߦ (ܾௗଶ − ݈ଶ) + ܾௗ݈ ݈)ߦ− − − ݃ݐܿܿݎଵ/ଶܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܾௗଶܾߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶ, ܽଵଷߦ = ݈ + ݈ߨ12 ቊ(݈ଶ − ଶ)భమ݈݊ߦ (ܿௗଶ − ݈ଶ) + ܿௗ݈ + +(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶ݈݊ߦ (ܾௗଶ − ݈ଶ) + ܾௗ݈ − −(݈ − ݃ݐܿܿݎభమܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܿௗଶܿߦ − ݈ଶ)భమ(݈ଶ − ଶ)భమߦ − 

−(݈ + ݃ݐܿܿݎଵ/ଶܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܾௗଶܾߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶቋ, ܽଶଷߦ = ߦ + ݈ߨ12 ൛(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶൣ(ܿௗଶߦ − ݈ଶ)ଵ/ଶ − (ܾௗଶ − ݈ଶ)ଵ/ଶ൧ + +(݈ଶ − ଶ)ଵ/ଶߦ ቈ(݈ + ݈݊(ߦ (ܾௗଶ − ݈ଶ) + ܾௗ݈ − (݈ − (ߦ (ܿௗଶ − ݈ଶ) + ܿௗ݈ ቉ ݈)ߦ− − − ݃ݐܿܿݎܽ(ߦ ݈ଶ − ௗ(ܿௗଶܿߦ − ݈ଶ)భమ(݈ଶ − ଶ)భమߦ − 

݈)ߦ− + (ߦ ݃ݐܿܿݎܽ ݈ଶ + ௗ(ܾௗଶܾߦ − ݈ଶ)భమ(݈ଶ −  .ଶ)భమൡߦ
 

Решение системы алгебраических уравнений (4.95) имеет вид 
݈)(݈)ଵܭ  − భమ2݈భమ(ߦ = ܽଵଷܾଶଶ + ܽଶଷܾଵଶܾଵଵܾଶଶ + ܾଵଶܾଶଵ ≡  (ߦ)ାܩ

݈)(݈−)ଵܭ(4.97) + భమ2݈భమ(ߦ = ܽଵଷܾଶଵ − ܽଶଷܾଵଵܾଵଵܾଶଶ + ܾଵଶܾଶଵ ≡  (ߦ)ିܩ
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где функции ܩା(ߦ) и (ߦ)ିܩ являются регулярными, что проверяется с ис-
пользованием соотношений (4.96). 

Таким образом, получены следующие приближенные представления 
весовых функций для нецентральной трещины в полосе: 
;݈)ଵܭ  (ߦ = 2݈భమܩା(ߦ)(݈ − భమ(ߦ ;݈−)ଵܭ ; (ߦ = 2݈భమ(ߦ)ିܩ(݈ + భమ(ߦ ; (4.98)

 
в которых явно указана зависимость весовых функций от координаты ζ 
точки приложения сосредоточенных сил. 

Пусть поверхности нецентральной трещины в полосе, показанной на 
рис. 4.7, находятся под действием самоуравновешенной системы нормаль-
ных напряжений σ(x). В этом случае коэффициенты интенсивности напря-
жений для правого и левого концов трещины (݇ାи ݇ି соответственно) оп-
ределяются с помощью весовых функций (З.98) следующим образом: 

 ݇ା = න ;݈)ଵܭ ௟(ߦ
ି௟ ߦ݀(ߦ)ߪ = 2݈భమ න ݈)ߦ݀(ߦ)ߪ(ߦ)ାܩ − భమ௟(ߦ

ି௟  
 

 (4.99)݇ି = න ;݈−)ଵܭ ௟(ߦ
ି௟ ߦ݀(ߦ)ߪ = 2݈భమ න ݈)ߦ݀(ߦ)ߪ(ߦ)ିܩ + భమ௟(ߦ

ି௟ ,  

 
Переходя в (4.99) к. новой переменной интегрирования X = ξ/l, полу-

чаем следующие представления для коэффициентов интенсивности на-
пряжений: 

 ݇ା = 2݈ න ݈)ܺ݀(݈ܺ)ߪ(ܺ)ା∗ܩ − ܺ)భమ௟
ି௟  

 

 (4.100)݇ି = 2݈ න ି∗ܩ ݈)ܺ݀(݈ܺ)ߪ(ܺ) + ܺ)భమ௟
ି௟ ,  

 
в которых 

(ܺ)ା∗ܩ  = ௔భయ∗ ௕మమ∗ ା௔మయ∗ ௕భమ∗௕భభ∗ ௕మమ∗ ା௕భమ∗ ௕మభ∗ ି∗ܩ ; (ܺ) = ௔భయ∗ ௕మభ∗ ି௔మయ∗ ௕భభ∗௕భభ∗ ௕మమ∗ ା௕భమ∗ ௕మభ∗                  (4.101) 

 
и, в свою очередь 
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ܾଵଵ∗ = (݈ − ܺ)ଵ/ଶ݈݊ ଶܥ) − ݈ଶ)ଵ/ଶ + ݈ܥ + +(݈ + ܺ)ଵ/ଶܽ݃ݐܿܿݎ ݈ଶ − ܥ)ܥܺ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ܺଶ)ଵ/ଶ, 
(4.102)ܾଵଶ∗ = (݈ + ܺ)ଵ/ଶln ଶܤ)] − ݈ଶ)ଵ/ଶ + [ܤ + (݈ − ܺ)ଵ/ଶܽ݃ݐܿܿݎ ݈ଶ + ଶܤ)ܤܺ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ܺଶ)ଵ/ଶ, ܾଶଵ∗ = (1 − ܺ)ଵ/ଶ൛(ܥଶ − ݈ଶ)ଵ/ଶ +(݈ − ܺ)݈݊ ଶܤ)] − ݈ଶ)భమ + ݈)ܺ+ ቅ[ܤ + ܺ)ଵ/ଶܽ݃ݐܿܿݎ ݈ଶ − ܥ)ܥܺ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ܺଶ)ଵ/ଶ, ܾଶଶ∗ = (݈ + ܺ)ଵ/ଶ൛(ܤଶ − ݈ଶ)ଵ/ଶ +(݈ − ܺ)݈݊ ଶܤ)] − ݈ଶ)భమ + ݈)ܺ+ ቅ[ܤ − ܺ)ଵ/ଶܽ݃ݐܿܿݎ ݈ଶ + ଶܤ)ܤܺ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ܺଶ)ଵ/ଶ, ܽଵଷ∗ = ݈ + ݈ߨ12 ൛(݈ − ܺଶ)ଵ/ଶ݈ ݊ ቂ(ܥଶ − ݈ଶ)భమ + ቃܥ + +(݈ + ܺଶ)ଵ/ଶ݈ ݊ ቂ(ܤଶ − ݈ଶ)భమ + ቃܤ − −(݈ − ܺ)ଵ/ଶܽ݃ݐܿܿݎ ݈ଶ + ଶܤ)ܤܺ − ݈ଶ)ଵ/ଶ(݈ଶ − ܺଶ)ଵ/ଶቋ, ܽଶଷ∗ = ܺ + ߨ2݈ ቄൣ(݈ − ܺଶ)ଵ/ଶ − ଶܤ) − ݈ଶ)భమ)ቃ + (݈ + ܺ)݈ ݊ ቂ(ܤଶ − ݈ଶ)భమ + ቃܤ − (݈ − ܺ)݈ ݊ ቂ(ܥଶ − ݈ଶ)భమ + ቃܥ − −ܺ(݈ − ݃ݐܿܿݎܽ(ܺ ݈ଶ − ଶܥ)ܥܺ − ݈ଶ)భమ(݈ଶ − ܺଶ)భమ − 

−ܺ(݈ + ݃ݐܿܿݎܽ(ܺ ݈ଶ + ଶܤ)ܤܺ − ݈ଶ)భమ(݈ଶ − ܺଶ)భమൡ. 
где использованы обозначения 

ܥ  = ௖೏௟ ; ܤ = ௕೏௟                                         (4.103) 
 

Таким образом, определение коэффициентов интенсивности напряже-
ний для центральной трещины в полосе, нагруженной произвольной сис-
темой нормальных нагрузок, сводится к вычислению интегралов из (4.100). 

Переходим теперь к решению задачи, показанной на рис. 4.6, которое 
является приближенным решением исходной задачи, показанной на рис. 4.5. 

Решение задачи, показанной на рис. 4.6, будем строить следующим 
образом. 
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Рис. 4.8. Пластина с нецентральным круговым отверстием   
 
 

Сначала будем считать, что радиальные трещины отсутствуют (рис. 4.8), 
а распределение нормальных напряжений вдоль отрезков прямых, опреде-
ляющих положение радиальных трещин, вычисляются из системы (4.18). 

Далее рассмотрим задачу об "эквивалентной" трещине в пластине без 
кругового отверстия, нагруженной напряжениями 

(ଵݔ)௠ߪ  = ଴ߪ ቀߝ଴௠ + ଵ௠ߝ ோమ௫భమ + ଶ௠ߝ ோర௫భరቁ при	 − ܾௗ < ଵݔ ≤ (ଵݔ)௣ߪ ܴ− = ଴ߪ ቀߝ଴௣ + ଵ௣ߝ ோమ௫భమ + ଶ௣ߝ ோర௫భరቁ при	ܴ < ଵݔ ≤ ܿௗ 

 
на участках, совпадающих с радиальными трещинами (рис. 4.6). Коэффи-
циенты ߝ଴௠,… ,  находятся (ଵݔ)௣ߪ и (ଵݔ)௠ߪ ଶ௣ в формулах для напряженийߝ
из решения системы уравнений (4.18). 

Решение задачи (рис. 4.6) может быть получено с использованием ве-
совых функций, построенных ранее, и определяется формулами (4.100). 
Причем от переменной x1 следует перейти к переменной х. В результате 
перехода к. переменной х получаем следующие представления для напря-
жений σm и σp, задаваемых на поверхностях "эквивалентной" трещины: 
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(ݔ)ߪ = ቎ఙ೘(௫భ)ୀఙబቆఌబ೘ାఌభ೘ ೃమೣశೄభమାఌమ೘ ೃరೣశೄభరቇ	при	௟ழ௫ஸିோି௦,ఙ೛(௫భ)ୀఙబቆఌబ೛ାఌభ೛ ೃమೣశೄభమାఌమ೛ ೃరೣశೄభరቇ					при	ோି௦ழ௫భஸଵ.          (4.104) 

 
Подставляя напряжения (4.104) в формулы (4.100), приходим к сле-

дующим представлениям для коэффициентов интенсивности напряжений 
для задачи, показанной на рис. 4.7: 

 ݇ା = 2݈ଵ/ଶ ൝න ݈)ܺ݀(݈ܺ)௠ߪ(ܺ)ା∗ܩ − ܺ)భమି௥೘ି௟ + න ݈)ܺ݀(݈ܺ)௣ߪ(ܺ)ା∗ܩ − ܺ)భమ௟
௥೛ ൡ, 

(4.105) ݇ି = 2݈ଵ/ଶ ൝න ି∗ܩ ݈)ܺ݀(݈ܺ)௠ߪ(ܺ) − ܺ)భమି௥೘ି௟ + න ି∗ܩ ݈)ܺ݀(݈ܺ)௣ߪ(ܺ) − ܺ)భమ௟
௥೛ ൡ, 

 
где безразмерные постоянные rm и rp имеют вид: 

௠ݎ  = ோା௦௟ ; ௣ݎ	 = ோି௦௟                                    (4.106) 
 

Теперь, чтобы перейти от решения задачи, показанной на рис. 4.7, ко-
торое определяется формулами (4.105), к решению задачи, показанной на 
рис. 4.6, воспользуемся поправочными коэффициентами hm и hp. Необхо-
димость введения указанных поправочных коэффициентов вызвана тем, 
что в формулах (4.105) наличие кругового отверстия учитывается лишь че-
рез величину напряжений σm и σp, прикладываемых к поверхностям “экви-
валентной” трещины. 

Для определения поправочных коэффициентов hm и hp рассмотрим ча-
стный случай, показанной на рис.4.6, когда bd = cd = ∞ и αm = αp. Сравнивая 
приближенное решение задачи, полученное с использованием вышеука-
занного подхода, с известным точным решением [123], приходим к сле-
дующим выражениям для искомых поправочных коэффициентов: 
 ℎ௠ = 1,246 + 4,248݈௠1 + 4,248݈௠ ; ℎ௣ = 1,246 + 4,248ℎ௣1 + 4,248݈௣ , (4.107)

в которых 
 ݈௠ = ఈ೘ோ ;		݈௣ = ఈ೛ோ ;		                                   (4.108) 
 

Таким образом, приближенное решение исходной задачи, показанной 
на рис. 4.6, имеет вид: 
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݇ା = 2݈ଵ/ଶℎ௠ ൝න ݈)ܺ݀(݈ܺ)௠ߪ(ܺ)ା∗ܩ − ܺ)భమି௥೘ି௟ + න ݈)ܺ݀(݈ܺ)௣ߪ(ܺ)ା∗ܩ − ܺ)భమ௟
௥೛ ൡ,  

 (4.109)݇ି = 2݈ଵ/ଶℎ௣ ൝න ି∗ܩ ݈)ܺ݀(݈ܺ)௠ߪ(ܺ) − ܺ)భమି௥೘ି௟ + න ି∗ܩ ݈)ܺ݀(݈ܺ)௣ߪ(ܺ) − ܺ)భమ௟
௥೛ ൡ,  

 
Все входящие в правые части соотношений (4.109) функции и по-

стоянные известны и определены выше. Поэтому вычисление коэффици-
ентов интенсивности напряжений по формулам (4.109) сводится к вычис-
лению определенных интегралов с использованием квадратурных формул. 
 
 
4.4. Теоретическое и экспериментальное исследование  
предельного состояния пластины с двумя отверстиями 
 

В качестве примера рассмотрим пластину конечной ширины (2W = 120 
мм, 2Н = 400 мм, t= 1,34 мм), ослабленную двумя симметрично расположен-
ными отверстиями и подвергающуюся равномерному растяжению (рис. 4.1). 
При этом радиус отверстий принимает значения 7 и 10 мм, расстояния между 
кромками отверстий 2(В–R) равны 14, 21, 28 мм и 20, 30, 40 мм соответствен-
но для каждого радиуса. Материал пластины Д16АТ имеет следующие меха-
нические характеристики: истинное сопротивление отрыву Sk = 700 МПа, 
предел прочности ϭB=440МПа, вязкость разрушения Кc = 32,1 МПа∙м1/2. 

За критерий прочности сплошного материала принят критерий (2.1). В 
качестве условия разрушения используем условие Ирвина (2.2). 

По предложенным выше методикам определения напряженного со-
стояния пластины с двумя отверстиями и вычисления КИН в полосе с дву-
мя отверстиями и четырьмя радиальными трещинами составлены про-
граммы расчета на ЭВМ. В результате численного расчета напряженно-
деформированного состояния определяются нормальные напряжения на-
площадках в сечении у = 0 (рис. 4.1). Затем, с использованием формул 
(4.109), вычисляются КИН в кончиках радиальных трещин, выходящих на 
контур отверстия в полосе (рис. 4.6). 

На рис. 4.9 построены кривые I − IV зависимости КИН в кончике ра-
диальной трещины от напряжения ϭ0, приложенного к граням пластины с 
отверстиями диаметром D = 10 мм и расстоянием между кромками выре-
зов 2(В –R) = 20 мм. Кривые I и II построены для правой радиальной тре-
щины (рис. 4.6) при использовании критериев ϭэкв > ϭВ  и ϭ1 > Sk  соответст-
венно. Зависимости III и IV построены для левой радиальной трещины с 
использованием тех же критериев. Горизонтальная прямая, проведенная на 
уровне Кс = 31,2 МПа∙м1/2, дает точки пересечения 1−4, абсциссы которых 
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определяют значения предельных напряжений ϭ0.Естественно, что самое 
минимальное напряжение σ0 = 275 МПа из четырех найденных будет яв-
ляться критическим для рассматриваемой пластины. 

 

 
 

Рис. 4.9.Зависимость КИН К1от напряженияσ0 
 
 

На рис. 4.10 представлены теоретические данные (кривые 1 и 4) рас-
чета предельного состояния пластины с различными диаметрами отвер-
стий и различным удалением отверстий друг от друга. 

С целью проверки предложенного способа определения предельного 
состояния пластины с двумя отверстиями были проведены испытания об-
разцов с геометрическими размерами и механическими характеристиками, 
указанными выше. Было испытано 30 образцов с двумя значениями диа-
метров отверстий (7 и 10 мм) и тремя различными расстояниями меж-
ду кромками отверстий на каждый диаметр отверстия. Таким обра-
зом, было использовано по 5 образцов на одну точку. На рис. 4.10 также 
представлены результаты эксперимента (заштрихованные области). 

Теоретические кривые 1−4, построенные по двум критери-
ям прочности, дали двухстороннюю оценку параметров предельного со-
стояния. Наибольшая разница теоретических и экспериментальных данных 
не превысила 12% при использовании критерия ϭЭКВ ≥ σВ. При применении 
критерия σ1 ≥ Sk погрешность теоретического метода ниже. 

Теоретические кривые 1 и 3 построены по значениям критических на-
пряжений ߪ଴(ଵ) =  ௞ при использовании критерия σ1 ≥ Sk, а зависимости 2 иߪ
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4 – по напряжениям ߪ଴(ଶ) = -௞, применяя критерий ϭЭКВ ≥ σВ. Если подсчиߪ
тать среднеарифметические значения напряжений ߪ଴(ଵ)  и ߪ଴(ଶ), то они рас-
положатся в области экспериментальных данных (пунктирная и штрих-
пунктирная линии на рис. 4.10). 
 

Рис. 4.10. Зависимость критического 
напряжения σ0K от расстояния  
между кромками отверстий В: 
штриховка вправо – доверительная 
область экспериментальных данных 
для пластин с отверстиями диаметром 
D = 10 мм; штриховка влево − то же 
для D = 7 мм; 1 и 2 – кривые,  
построенные с использованием  
предложенного способа (по критериям 
σ1 ≥ Skи ϭЭКВ ≥ σВ соответственной для 
пластин с отверстиями диаметром  
D = 10 мм; 3 и 4 − то же для D = 7 мм; 
штрихпунктирная линия − расчетные 
данные для совместного  
использования двух критериев σ1 ≥ Sk  
и ϭЭКВ ≥ σВ для пластины с отверстиями 
D = 7 мм; пунктирная линия − то же 
для D = 10 мм 

 
 
4.5. Заключение по разделу 4 
 

1.  Предложенный теоретический способ определения предельного со-
стояния конструктивных элементов (см. р. 2) распространен на случай на-
личия нескольких отверстий. 

2.  Разработан численный метод определения напряженного состояния 
пластин с несколькими отверстиями, который является развитием метода су-
перпозиции сингулярных решений. Решена конкретная задача по определе-
нию коэффициентов концентрации напряжений в пластине с двумя отвер-
стиями одинакового диаметра при различном удалении их друг от друга. 

3.  Разработан приближенный теоретический способ определения ко-
эффициентов интенсивности напряжений в пластине с двумя отверстиями 
и четырьмя радиальными трещинами. 

4.  Выполнены расчеты предельного состояния пластины конечной 
ширины при наличии двух круговых отверстий и произведена эксперимен-
тальная проверка предложенного теоретического способа. Разница между 
теоретическими и экспериментальными значениями предельных нагрузок 
для пластин с двумя вырезами не превышает 5%. при использовании в вы-
числениях двух критериев прочности механики сплошных сред. 
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5. ПРОЧНОСТЬ ПЛАСТИН ИЗ КОМПОЗИЦИОННОГО 
МАТЕРИАЛА С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ВЫРЕЗОМ 
 
 

Во второй и третьей главах монографии предложен способ определе-
ния предельного состояния элементов конструкций, изготовленных из изо-
тропного материала при наличии нетрещиноподобных дефектов. Ниже 
рассмотрено применение предложенного способа для расчета ослабленных 
отверстием конструктивных элементов, материал которых является компо-
зиционным. 

Использование композиционных материалов (КМ) в силовых элемен-
тах конструкций наземного и воздушного транспорта позволяет повысить 
их весовую эффективность, благодаря высокой удельной прочности КМ. 
Однако при проектировании транспортной техники из высокопрочного КМ 
следует учитывать тот факт, что он обладает повышенной чувствительно-
стью к ударным повреждениям. 
 
 
5.1. Современные методы определения предельного состояния  
композиционных материалов 
 

Критерии прочности или предельного состояния материала характе-
ризуют начальные проявления процесса его разрушения, например теку-
честь в зоне концентрации напряжений, предшествующую процессу раз-
рушения. «Критерии предельного состояния для данного материала пред-
ставляет собой, по существу, эмпирическую формулировку процесса вы-
хода из строя или потери материалом несущей способности» [64]. 

При расчете на прочность КМ можно выделить два основных научных 
направления в этой области: исследование  с позиций макромеханики или 
с позиций микромеханики. При использовании первого подхода (феноме-
нологического) состояние разрушения определяется изменением макропо-
ведения конструкций и обусловлено потерей устойчивости или исчерпы-
ванию ее прочности. При втором подходе (микроподходе) разрушение 
элементов конструкций сопровождается нарушением поверхности раздела 
волокно-матрица. «Состояние разрушения наступает, когда около одного 
или группы микродефектов напряжения в волокне или матрице превыше-
ны соответствующие предельные значения» [38]. Чрезвычайно полезные 
результаты можно получить и при разумном сочетании этих двух подходов 
для теории слоистых пластин. 

Наиболее рациональным, с точки зрения инженерного понимания 
процесса разрушения на макро- и микро-уровне и описания свойств мате-
риала, из двух представленных выше подходов является феноменологиче-
ский. При этом подходе «неоднородный композит рассматривается как 
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сплошная среда, математическая модель которой строится на основе экс-
периментально полученных данных без объяснения механизмов, опреде-
ляющих поведение КМ» [62]. Критерии предельного состояния не выво-
дятся, они устанавливаются или постулируются на основе собственных 
опытов и доступных данных других исследователей в этом направлении 
исследований. Затем сформулированные критерии проверяются в различ-
ных экспериментах или условиях эксплуатации. 

В наиболее простых критериях предельного состояния [37,6] учиты-
вается возможность реализации нескольких механизмов разрушения при 
плоском напряженном состоянии. Эти критерии основываются на гипоте-
зе, согласно которой, виды разрушения взаимно независимы и разрушение 
наступает в случае достижения предельных значений напряжений σ1, σ2,и 
τ2 по отдельности. Данный критерий максимальных напряжений имеет вид 

 
ଵିܨ± ≤ ଵߪ ≤ ଶିܨ−  ;ଵାܨ ≤ ଶߪ ≤ ;ଶାܨ (5.1)|࣎૚૛| ≤   ,૚૛ࡲ

 
где F − соответствующие пределы прочности; знаки “+” и “−” в индексах 
означают соответственно растяжение и сжатие [37,65]. 

Эксперименты, проведенные с полимерным КМ (ПКМ), позволили 
прийти к выводу, что в зависимости от вида напряженного состояния мо-
гут реализовываться принципиально различные механизмы разрушения 
материалов: расслоение материала, разрыв волокон, разрушение связую-
щего, потеря устойчивости волокон и т.д. Поэтому критерии прочности по 
формулам (5.1) могут применяться лишь для первоначальной приближен-
ной оценки прочности ПКМ, т.к. являются слишком упрощенными при 
оценке прочности анизотропных материалов для плоского напряженно-
деформированного состояния. Разрушение материала обычно связано с его 
напряженным состоянием, которое определяется компонентами тензора 
напряжений σij (i, j = 1,2,...,6). В связи с этим любой феноменологический 
критерий прочности может быть записан в общем виде таким образом: 

 
f(σij, F) = 0, (5.2)

 
где F− некоторые характеристики прочности материала.  

Критерии прочности типа (5.2) «призваны обеспечить интерполяцию 
данных некоторых базовых экспериментов по определению прочностных 
характеристик материала на случай напряженного состояния произвольно-
го вида» [6]. Геометрически критерий разрушения можно интерпретиро-
вать как некоторую предельную поверхность в пространстве напряжений. 
При этом условие разрушения выполняется в момент пересечения этой по-
верхности прочности заданным вектором напряжений. Поэтому механиче-
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ское разрушение можно интерпретировать как любое наблюдаемое изме-
нение механического поведения, вызванного механическим воздействием 
(напряжением, деформацией или работой). При отсутствии других внеш-
них воздействий (химических, тепловых и т.д.) критерий разрушения мож-
но дополнительно к (5.2) записать в следующем виде: 

 
g(εij, G) = 0, 

 (5.3)
h(σij, εij, H) = 0, 

 
где G, Н − некоторые характеристики материала, связанные, соответствен-
но с деформацией и совершаемой работой. 

Фундаментальный обзор по феноменологическим критериям для ани-
зотропных тел представлен в работе By“Феноменологические критерии 
разрушения анизотропных сред” [62]. В работе описаны, обобщены и кри-
тически проанализированы большинство из наиболее известных и приме-
няемых критериев разрушения. Анализ опирается на многочисленные экс-
периментальные результаты автора, а также на отобранные и систематизи-
рованные данные из работ других авторов. Также важным является то, что  
в работе приведено сравнение точности оценки прочности КМ с помощью 
различных критериев [62]. 

Самым простым обобщением изотропного критерия предельного со-
стояния для условий анизотропии является предложенный Хиллом обоб-
щенный критерии Мизеса [37] 

૛࣌)ࡲ  − ࣌૜)૛ + ૜࣌)ࡳ − ࣌૚)૛ + ૚࣌)ࡴ − ࣌૛)૛ +  +૛࣌ࡸ૝૛ + ૛࣌ࡹ૞૛ + ૛࣌ࡺ૟૛ = ૚, (5.4)
 

где использованы матричные обозначения (σ4= σ23, σ5= σ13, σ6 = σ12), кон-
станты F,…, N должны вычисляться из экспериментальных данных, отно-
сящихся к предельному состоянию материала при различных сочетаниях 
действующих напряжений. Для изотропии F=G=H=L=M=N, выражение 
(5.4), записанное только через главные напряжения, приобретает извест-
ную форму критерия Мизеса. В этом обобщении критерия Мизеса предпо-
лагается независимость наступления предельного состояния от гидроста-
тических напряжений, а также отсутствие различия между состояниями 
растяжения и сжатия. Известно, что оба этих эффекта важны при оценке 
поведения КМ [37]. Поэтому очевидна необходимость применения более 
общего критерия предельного состояния. 

Наиболее перспективным является подход, основанный на записи 
критерия через скалярные функции от компонент тензора напряжений, ко-
торые можно преобразовать в виде полинома. Поэтому для анизотропных 
КМ самое широкое распространение получили тензорно-полиномиальные 
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формы записи критериев прочности, которые в предложенном By виде за-
писываются так [62]: 

 
f(σi) = Fiσi + Fijσiσj + Fijkσiσjσk+ … =1,(i, j, k= 1, 2, …6)             (5.5) 

 
где Fi, Fij, Fijk − матричные обозначения тензоров поверхности прочности 
второго, четвертого, шестого и последующих четных рангов. 

Компоненты тензоров поверхности прочности по напряжениям Fi и Fij 
можно выразить через технические пределы прочности, которые в приня-
тых в [62] и [5] обозначениях записываются с помощью компонент ࢄ૚, ૚ᇱࢄ , ,૛ࢄ ૛ᇱࢄ − пределы прочности при растяжении и сжатии в направле-
ниях 1 и 2 соответственно и компонент ࢄ૟, ૟ᇱࢄ − пределы прочности при 
сдвиге в двух противоположных направлениях в плоскости (5.2). 

Для ортотропного материала ࢄ૟ = ૟ᇱࢄ . 
В работе [37] показано, что критерий Мизеса-Хила (5.4), представляет 

собой вырожденный случай тензорно-полиномиальной формулировки в на-
пряжениях (5.5), когда не учитывается влияние гидростатического давления. 

С учетом перечисленных пределов прочности критерий Мизеса-Хила 
может быть записан в виде 

 ࣌૚૛ࢄ૚૛ − ቆ ૚ࢄ૚૛ + ૚ࢄ૛૛ + ૚ࢄ૜૛ቇ࣌૚࣌૛ + ࣌૛૛ࢄ૛૛ + ࣌૟૛ࢄ૟૛ = ૚. (5.6)

 
Для КМ, обладающего трансверсальной изотропией прочностных 

свойств, т.е. в случае, когда Х2 = Хз уравнение (5.6) можно привести в наи-
более употребительной его форме 

ଵଶଵܺଶߪ  − ଶଵܺଶߪଵߪ + ଶଶܺଶଶߪ + ଺ଶܺ଺ଶߪ = 1. 
 

Большой вклад в исследование явления разрушения анизотропных 
сред внесли работы Ашкенази с соавторами [5,6]. Наибольшее различие 
между тензорно-полиномиальной формулировкой Цая-Ву (5.5) и критери-
ем, предложенным Ашкенази, состоит в определении в нем параметров 
прочности (в сокращенных обозначениях) так: 
 ܽ௜௝ = 1 ⁄෤௜௝ߪ , 
 
где ෥࣌࢐࢏− тензор пределов прочности материала. 

Для случая обобщенного плоского напряженного состояния критерий 
разрушения, который предложила Ашкенази, можно записать в виде [62]: 
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ቆ࣌૚૛ࢄ૚૛ + ࣌૛૛ࢄ૛૛ + ૚࣌૛࣌ࢽ + ࣌૟૛ࢄ૟૛ቇ૛ ૛ࡵ+ + ൤൬ࣅ − ૛ࢄ૚ࢄ૟൰࣌૚૛ + ൬ࣆ − ૛ࢄ૛ࢄ૟൰࣌૛૛൨ ૛ࡵ+ + ቂ࣌૚࣌૛ ቀࣅ + ࣆ − ૚ࢄ૚ࢄ૟ − ૚ࢄ૛ࢄ૟ቁ − ૚ቃࡵ࣋ = ૚૛ࡵ +  ૛. (5.7)ࡵ
 

В этой формуле λ, μ, ρ дополнительные экспериментальноопределяе-
мые постоянные, кроме того 

ࢽ  = ቆ ૝ࢄ૚૝૞૙ − ૚ࢄ૚ − ૚ࢄ૛ − ૚ࢄ૟ቇ, 
 

где ࢄ૚૝૞૙ − предел текучести при растяжении под углом 45 к направлению 
главных осей симметрии. Инварианты напряжений I1и I2 определяется так: 

 ૛ࡵ૚ = ࣌૚+࣌૛; ૛ࡵ૛ = ࣌૚+࣌૛ + ૛࣎૚૛૛ . 
 

Позднее Ашкенази и Пеккер предложили упрощенный вариант урав-
нения (5.7), а именно 

 ቆ࣌૚૛ࢄ૚૛ + ࣌૛૛ࢄ૛૛ + ૚࣌૛࣌ࢽ + ࣌૟૛ࢄ૟૛ቇ૛ = = ଵଶߪ + ଶଶߪ + ଶߪଵߪ + ଺ଶߪ = ଵଶܫ + ଶ. (5.8)ܫ
 
Одним из основных недостатков критериев (5.7) и (5.8), которые от-

мечены в работе By[37] является их справедливость лишь для (σ1 + σ2) ≥ 0; 
если же (σ1 + σ2) < 0, то предел прочности при растяжении следует заме-
нить пределом прочности при сжатии. 

Для ортогонально армированных пластиков в работе [168] предложе-
на еще более упрощенная форма записи для критериев прочности материа-
ла в плоскостях (n1, n2) возможного разрушения: 

૚࢔࣌  ૚࢔૚࣎࢓+ = ࣌(૙૙) = ૛࢔࣌ ,૚ࢉ ૛࢔૛࣎࢓+ = ࣌(ૢ૙૙) =  .૛ࢉ
 

Критерий разрушения, предложенный Голъденблатом и Копновым 
[159], можно записать в виде: 

ࢻ(࢏࣌࢏ࡲ)  + ൫࢐࣌࢏࢐࣌࢏ࡲ൯ࢼ + ൫࢐࣌࢑࣌࢏࢐࢑࣌࢏ࡲ൯ࢽ + ⋯ = ૚, (5.9)
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где Fi, Fij, Fijk,..., α, β, γ,...− постоянные определяемые из экспериментов. 
Byполагает, что общность уравнения (5.9) не превышает общности формули-
ровки (1.5), поскольку эффект введения постоянных α, β, γ,...может быть пе-
рекрыт путем использования полиномов достаточно высокого порядка [37]. 

Поскольку для большинства КМ существует различие между прочностью 
при растяжении и сжатии, то для оценки прочности ортотройного материала 
можно использовать критерий Хоффмана, который записывается так [9]: 

 ࣌૚૛ − ࣌૚࣌૛ࢄ૚ࢄ૚ᇱ + ࣌૛૛ࢄ૛ࢄ૛ᇱ + ૚ᇱࢄ − ૚ᇱࢄ૚ࢄ૚ࢄ ࣌૚ + ૛ᇱࢄ − ૛ᇱࢄ૛ࢄ૛ࢄ ࣌૛ + ࣌૟૛ࢄ૟૛ = ૚. 
 

Для условий плоского напряженного состояния ортотроиного КМ 
Яценко [168] получил следующий критерий прочности; при условии, что 
σ1> 0, σ2> 0 и σ6= τ12 = 0 

 ࣌૚૛ࢄ૚૛ + ࣌૛૛ࢄ૛૛ + ቈ ૚ࢄ૚૛ + ૚(ࢄ૛ᇱ )૛ − ૚ࢄ૟,૝૞૛ ቉ ࣌૚࣌૛ = ૚, 
 

где ࢄ૟,૝૞૛  − предел прочности при сдвиге ортотропного КМ в диагональном 
направлении. 

Частными формами наиболее общего тензорного полинома (5.5) пред-
ставляются две группы критериев прочности: 

1)  содержащие первые и вторые степени компонентов тензора на-
пряжений; 

2)  содержащие только вторые и четвертые степени этих компонент. 
Различие в поведении анизотропных тел при растяжении и при сжа-

тии учитываются в этих двух группах критериев по-разному. В первую 
группу компоненты напряжений подставляются с их знаками (“+” − для 
растяжения и “−” для сжатия). Во второй группе критериев все напряжения 
подставляются по абсолютной величине, различное сопротивление растя-
жению и сжатию учитывается способом кусочной аппроксимации [37]. 

Широкое распространение получил упрощенный квадратный крите-
рий Норриса для плоских напряженных состояний, в частности для плос-
кости (1,2) при τху = 0 он имеет следующий вид [6]: 

ଵଶଵܺଶߪ  + ଶଶܺଶଶߪ − ଶଵܺܺଶߪଵߪ = 1 
 

и соответствует поверхности прочности в виде эллипсоида. 
Пупо и Эвенсен [193] предложили критерий прочности в тензорной 

форме для однородных или слоистых анизотропных материалов, введя по-
нятие коэффициента взаимодействия, который для случая плоского напря-
женного состояния определяется следующим образом: 
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ߛ = 3ܵଶܻܺ , 
 
где X, Y , S − продельные нормальные и касательные напряжения, опреде-
ляемые относительно общей координатной системы х, у. Главные оси 
прочности материала определяются как оси, в которых параметр взаимо-
действия γминимален. Для идеального сетчатого материала, не проявляю-
щего эффектов взаимодействия, величина γприближается к нулю, для изо-
тропного материала, подчиняющегося критерию Мизеса, γ=1. 

Пупо и Эвенсен предположили, что при плоском напряженном со-
стоянии разрушение произойдет, когда вектор напряжений достигнет сле-
дующих предельных поверхностей: 

 ቀ࣌ࣈબ ቁ૛ − ᇱࢽ મ૛ࣁ࣌ࣈ࣌ + ᇱࢽ ቀ࣌ࣁમ ቁ૛ + ቆ࣎ࣁࣈࡿࣁࣈቇ૛ = ૚  

 для ࢽᇱ < ᇱࢽ .1 ቀ࣌ࣈબ ቁ૛ − ᇱࢽ બ૛ࣁ࣌ࣈ࣌ + ᇱࢽ ቀ࣌ࣁમ ቁ૛ + ቆ࣎ࣁࣈࡿࣁࣈቇ૛ = ૚  

 
Подобные выражения существуют и для случая ࢽᇱ < 1. Коэффициент 

взаимодействия ࢽᇱ, определяется относительно главных осей прочности ξ, 
η, т.е. ࢽᇱ = ૜ࣁࣈࡿ૛બમ , 

 
где બ,મ, -нормальные и сдвиговые прочности слоистого композита от −ࣁࣈࡿ
носительно главных осей прочности ࣈ	и	ࣁ. 

Для описания разрушения анизотропных КМ в некоторых случаях 
удобно использовать критерии максимальной деформации. Поскольку 
большинство ПКМ являются достаточно хрупкими, то это приводит к воз-
можности применения модифицированного критерия Сен-Венана (крите-
рия максимальной деформации) к анизотропным материалам. В исполь-
зуемых модификациях данного критерия предполагается, что имеет место 
ортотропия и включено ограничение на величины деформаций сдвига. 

Критерий максимальной деформации может быть записан, по анало-
гии с (5.5), как 

 
Giεi + Gijεiεj + Gijkεiεjεk+ … =1,   (i, j, k = 1, 2, …6) 

 
Здесь Gi, Gij и т.д. постоянные материала, выражаемые через исполь-

зуемые в технике пределы прочности по деформациям. 



93 
 

Критерии максимальных деформаций можно выразить в напряжениях, 
используя соответствующую форму соотношений напряжение-
деформация. Благодаря своей простоте эти критерии широко используют-
ся, однако имеют практическое значение только для одномерных состоя-
ний, и необходимо проявлять осторожность при их использовании для 
многомерных напряженного и деформированного состояний [2]. 

Подробный анализ применимости различных феноменологических 
критериев прочности КМ, основанный на экспериментальных исследова-
ниях проведен в фундаментальной работе By [37]. Им была предпринята 
попытка доказать, что практически все предложенные другими авторами 
феноменологические критерии прочности являются той или иной формой 
сформулированного им тензорно-полиномиального критерия прочности. 
Сравнительный анализ показал отсутствие универсального критерия проч-
ности для КМ и необходимость обширных экспериментальных исследова-
ний для возможности применения полиномиальных критериев. 

Разрушение слоистого КМ. В рассмотренных выше феноменологи-
ческих критериях прочности ПКМ считался квазиоднородным, обладаю-
щим осредненными упругими и прочностными характеристиками. При 
этом прочность характеризовалась как макроскопическое свойство ПКМ 
безотносительно к свойствам компонентов. 

Рассмотрим слоистый композит, составленный из отдельных слоев, 
уложенных под различными углами. В реальных слоистых КМ связующее 
начинает разрушаться раньше, чем волокна. Обычно разрушение начина-
ется с растрескивания связующего в отдельном слое и такое явление при-
нято называть первым разрушением слоя слоистых плит, Цай и Хан сфор-
мулировали критерий первого разрушенного слоя [2]. В современной зару-
бежной литературе этому соответствует термин firstplyfailure (FPF) [121]. 
Если разрушение слоев описывается функцией предельных деформаций g: 

 
g(ei) = 1, 

 
компоненты ea, соответствующие деформации первого разрушенного слоя, 
определяют из 
 

gFPF(ea) = 1, 
 

Здесь функция первого разрушенного слоя определяется следующим 
образом: 

(ࢇࢋ)ࡲࡼࡲࢍ  = ࢔ࢇ࢏ࡽ)ࢍ}࢔࢏࢓  ,{(ࢇࢋ
 

где ࢔ࢇ࢏ࡽ  − матрица преобразования системы координат n-го слоя в систему 
координат слоистого композита. При этом функция gFPFне зависит от де-
формационных свойств слоев. 
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Роуланде в работе [121] использовал критерий предельного состояния. 
В ней предполагается, что материал слоя является линейно упругий вплоть 
до разрушения, поэтому предельное состояние наступает при достижении 
предела текучести. Слой считается разрушенным, когда любая деформация 
в нем (в направлении волокон, в поперечном направлении или сдвиговая) 
достигает предельного значения, определенного из эксперимента при од-
ноосном напряженном состоянии. Предельная поверхность слоистого КМ 
в целом представляет собой внутреннюю огибающую предельных поверх-
ностей всех слоев материала, приведенных к его главным осям. 

Подставив в закон Гука для ортотропного слоя экспериментально оп-
ределенные значения предельных деформаций ࢿ૚࢛, ࢿ૛࢛,получим выражение 
для критерия наибольших деформаций: 

 ቊࢿ૚࢛ࢿ૛࢛ቋ = ൤ࡿ૚૚ࡿ૚૛ ૛૛൨ࡿ૛૚ࡿ ൜࣌૚࣌૛ൠ 
 

для случая τ12 = 0. 
После преобразований имеем 
 ࣌૛ = ૚૛ࡿ૚࢛ࢿ − ૚૛ࡿ૚૚ࡿ ࣌૚,  

 (5.10)࣌૛ = ૛૛ࡿ૛࢛ࢿ − ૛૛ࡿ૚૛ࡿ ࣌૚.  

 
Уравнения (5.10) описывают прямые линии в координатах σ1, σ2и опре-

деляют достижение предельного состояния ортотропным слоем. Построение 
предельной поверхности слоистого КМ для плоского напряженного состоя-
ния в пространстве σx, σy,τху осуществляется суперпозицией предельных кри-
вых в координатахσx, σy при различных значениях τху [192].Большинство ме-
тодов построения предельных поверхностей слоистых КМ предполагают ис-
пользование линейно упругого подхода при определении напряженного со-
стояния материала. Однако многие из практически используемых видов од-
нонаправленных КМ в действительности деформируются нелинейно при 
действии касательных напряжений и напряжений, перпендикулярных на-
правлению армирования. В результате и диаграмма деформирования слои-
стого КМ в целом может оказаться нелинейной. 

Петит и Вадоунс [192] распространили традиционный подход теории 
наибольших деформаций на случай нелинейного поведения материала. 
Они предложили использовать кусочно-линейную аппроксимацию диа-
граммы деформирования слоя. Согласно этому методу рассматривается 
ступенчатое приложение средних напряжений к КМ. Среднее приращение 
деформации слоистого композита 
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[ઢࢿ]࢔ା૚ = ൫ઢ࢞ࢿ,ઢ࢟ࢿ,ઢ࢟࢞ࢽ൯࢔ା૚, 
 

соответствующее (n+1 )-й ступени нагрузки 
 [ઢࡺ]࢔ା૚ = ൫ઢ࢞ࡺ,ઢ࢟ࡺ,ઢ࢟࢞ࡺ൯࢔ା૚, 
 

вычисляется в предположении о симметрии КМ при помощи соотношения: 
 [ઢࢿ]࢔ା૚ = ା૚, (5.11)࢔[ࡺઢ]૚ି࢔[࡭]
 

где [࡭]ି࢔૚ − матрица податливости слоистого КМ в конце n-го приращения 
нагрузки. Прибавляя вычисленное приращение деформации [ઢࢿ]࢔ା૚ к де-
формации после n предыдущих ступеней нагружения, получим текущее 
значение деформаций композита, т.е. 

 [ઢࢿ]࢔ = [࢔ࢿ] + [ઢࢿ]࢔ା૚. 
 
Деформация любого слоя ε1,ε2, и γ12вычисляются через деформации 

КМ по уравнению 
 {࣌૚૛} = {૚૛ࢿ} .൛࣌࢞࢟ൟ[ࢀ] =  .ൟ࢟࢞ࢿ൛[ࢀ]

где [ࢀ] = ൥ ࢨ૛࢙࢕ࢉ ࢨ૛࢔࢏࢙ ૛ࢨܖܑܛ ࢨ૛࢔࢏࢙ࢨܛܗ܋ ࢨ૛࢙࢕ࢉ −૛ࢨܖܑܛ ࢨܛܗ܋ࢨܖܑܛ−ࢨܛܗ܋ ࢨܖܑܛ ࢨܛܗ܋ ࢨ૛࢙࢕ࢉ) −  ,൩(ࢨ૛࢔࢏࢙
 

Здесь x, y, z− главные оси слоистого композита, а 1,2,3 − главные оси 
слоя. Рассчитанные деформации слоя используются в свою очередь для 
определения текущих значений упругих констант по основным диаграм-
мам деформирования материала слоя. Определенное таким образом [࡭]࢔ା૚ି૚  
подставляется в уравнение (5.11) для следующей ступени нагружения. 

Процедура повторяется до тех пор, пока в одном из слоев не выполня-
ется условие прочности, т.е. его деформации не достигают предельных 
значений, определенных из опытов в условиях одноосного напряженного 
состояния. При достижении поперечными деформациями предельного 
значения считается, что слой способен воспринимать касательные напря-
жения и нагрузку в направлении волокон. Если предела достигают сдвиго-
вые деформации, слой сохраняет несущую способность в направлении во-
локон и в поперечном направлении. Полное исчерпывание несущей спо-
собности слоя характеризуется достижением предельных значений дефор-
мациями в направлении волокон. После разрушения какого-либо слоя, 
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предполагается, что приходящиеся на этот слой нагрузки переносятся на 
остальные слои. Процесс ступенчатого нагружения продолжается до тех 
пор, пока матрица [A] не станет сингулярной или пока члены на ее главной 
диагонали не приобретут отрицательных значений. 

Рассматриваемый подход ограничивается анализом несущей способ-
ности слоистых композитов, симметричных относительно срединной 
плоскости, в условиях одноосного или пропорционального двухосного на-
гружения в плоскости армирования. Поскольку в основу подхода положена 
классическая теория слоистых сред, межслойные взаимодействия не учи-
тываются [192]. 

В критерии типа критерия Мизеса-Хила для слоистого материала тех-
нологической единицей считается однонаправленный слой. Деформации 
КМ, вызванные любой приложенной нагрузкой, определяется при помощи 
его упругих свойств. Затем рассчитываются деформации εij и напряжения 
σij каждого слоя и при помощи критерия Хилла (5.6) до наступления пре-
дельного состояния в одном или нескольких слоях в соответствии с (5.6). 
После выполнения критерия, считается, что разрушено связующее воло-
кон, но при условии, чтобы величинаσ1осталась меньше прочности слоя в 
направлении волокон. С другой стороны, если σ1в разрушенном слое пре-
вышает соответствующее значение прочности слоя, предполагается, что 
разрушение произошло по волокну. Слой сохраняет несущую способность 
только в направлении армирующих волокон в случае выхода из строя свя-
зующего. Это осуществляется присвоением Е22 и G12значений близких к 0 
(≈ 100 кг/см2), чтобы избежать сингулярности матрицы податливости). Ес-
ли разрушение слоя произошло по волокну, предполагается, что слой раз-
рушен полностью и константам Е11,Е22 и G12присваивается чрезвычайно 
малое значение (также ≈ 100 кг/см2). 

Считается, что разрушение локализовано в слое. После изменения уп-
ругих свойств разрушенного слоя, упругие свойства КМ определяются 
снова. Процесс ступенчатого приложения нагрузки повторяется до разру-
шения КМ в целом. Согласно выводу автора работы [13], материал слоя 
имеет различную прочность при растяжении и сжатии, но упругие кон-
станты не зависят от знака приложенной нагрузки. 

Энергетический критерий. Этот критерий был предложен Сандху 
[161] (метод Сандху). Он отличается от других методов следующим: 

- нелинейные диаграммы деформирования слоя задаются аналитиче-
ски при помощи кубических сплайн-функций; 

- разрушение слоя определяется по энергетическому критерию в соот-
ветствии с предположением о нелинейности; 

- определяются эквивалентные приращения деформаций. 
В отличие от метода Петита-Ваддоунса, Сандху в своем подходе пы-

тается учесть эффект двухосного напряженного состояния путем опреде-
ления после каждого шага нагружения “эквивалентных” деформаций. 
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Наступление предельного состояния слоя определяется по критерию, 
который для плоского напряженного состояния имеет вид: 

,࣌)ࢌ  (ࢿ = ࢏ࡷ ቈන ࢏ࢿ࢏࣌ ࢏࢓቉࢏ࢿࢊ = ૚, i = 1, 2, 3 
(5.12)

 
где ε1, ε2, ε3,− текущие компоненты деформаций. 

Критерий (5.12) является энергетическим и учитывает как энергию 
изменения формы, так и энергию изменения объема. 

После достижения в слое предельного состояния, слой разгружается пу-
тем присвоения модулям поврежденных слоев нулевых значения. Процесс 
перераспределения нагрузки между слоями при ступенчатом нагружении 
продолжается до полного разрушения слоистого композита, который как и в 
предыдущем методе, определяется по виду матрицы жесткости [192]. 

Чамис [161] предложил критерий прочности, который позволяет 
учесть технологические переменные, такие как содержание и распределе-
ние волокон и пустот, адгезионное взаимодействие волокно-матрица, оста-
точные напряжения и т.п. Критерий прочности слоя имеет следующий 
функциональный вид: 

(૚૛࢒ࡷ,࣌)ࢌ  = ૚ − −ቈቀ࣌૚ࢻࢄࢻ ቁ૛ + ൬࣌૚ࢼࢅࢼ ൰૛ + ቀ࣎૚૛ࢄ ቁ૛ − ᇱࢼࢻ૚૛࢒ࡷ ૚૛࢒ࡷ ࣌૚࣌ࢇ૛ࢻࢄ|ࢼ|หࢼࢅห቉,                  (5.13) 

 
Здесь при  f >0разрушение отсутствует, при f = 0 − начало разрушения, 

f < 0 − условия разрушения превышены. Коэффициент Кl12 определяется так: 
૚૛࢒ࡷ  = (૚ + ૝ࣇ૚૛ − ૛૛ࡱ(૚૜ࣇ + (૚ − ૛૛(૛ࡱ૚૚ࡱ]૚૚ࡱ(૛૜ࣇ + ૚૛ࣇ + ૚૜)(૛ࣇ + ૛૚ࣇ +  ૛૜)]૚/૛ࣇ

 
а ࢒ࡷ૚૛ࢼࢻᇱ  − коэффициент корреляции теории и эксперимента, который учи-
тывает разносопротивляемость материала растяжению и сжатию и обеспе-
чивает изменение связи между напряжениями в критерии. Индексы α и 
βобозначают растяжение и сжатие; индексом l отмечены свойства слоя. 
Рассмотренный критерий может быть объединен с теорией слоистых сред 
и использован для построения поверхности прочности КМ. Уравнение 
(5.12) в этом случае применяется для каждого слоя отдельно [161]. 

Обобщенный анализ применимости феноменологических критериев, а 
также критериев прочности, учитывающих наличие слоистой структуры 
материалов, проведен в работе Роуланда [161]. Сравнение расчетов по рас-
смотренным в работе критериям с экспериментальными данными также 
показал, что ни один из существующих теоретических подходов не позво-
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ляет определить прочность КМ с точностью, достаточной для надежного 
проектирования. 

Микромеханические критерии прочности КМ. Методы оценки 
прочности, основанные на микромеханическом анализе разрушения КМ не 
получили широкого распространения из-за следующих основных причин: 
сложности теории учета взаимодействия волокна и связующего, большого 
разброса характеристик компонентов, входящих в состав КМ, а также вви-
ду наличия остаточных напряжений. 

Среди заслуживающих внимание методов микромеханики КМ следует 
отметить методику, разработанную Дау и Розеном [197], согласно которой 
прочность композитов при сжатии определяется зависимостью 

ᇱࢄ  = ൬࢜ࢼࡱ ∙ ૜(૚࡯ࢀ࣌ − ࢜)൰૚/૛, 
 

где ࣌࡯ࢀ − предел текучести связующего, а v − объемное содержание воло-
кон. 

Розен [25] предложил рассматривать два вида потери устойчивости 
волокон в КМ. Первый носит название сдвигового и прочность при сжатии 
определяется формулой 

ᇱࢄ  = ૚࡯࣌ − ࢜. 
 

Второй вид носит название натяжного, и в этом случае прочность при 
сжатии ࢄᇱ = ૛࢜ ൬ ૜(૚࡯ࡱࢼࡱ࢜ − ࢜)൰૚/૛. 

 
Оба представленных метода дают хорошее согласование теоретиче-

ских данных с результатами экспериментальных исследований [168]. 
Микромеханические теории прочности обобщены и проанализирова-

ны в известной работе Чамиса [161]. Среди работ, посвященных микроме-
ханике КМ особо следует отметить фундаментальные работы Ванина [25], 
а также Скудры и Булавса [134]. 

Поскольку большинство микромеханических теорий могут быть по-
лезны только при анализе прочности материала, то применение их в расче-
те элементов конструкции, особенно при наличии повреждений на данном 
этапе проблематично. Поэтому наибольший интерес представляют макро-
механические теории, в которых КМ рассматривается как квазиоднород-
ный анизотропный материал или как слоистый. 

Методы механики разрушения КМ. В любом материале, а тем более 
в таком неоднородном как КМ, имеются дефекты. Кроме того, в процессе 
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эксплуатации элементов, выполненных из КМ возникают эксплуатацион-
ные повреждения. Дефекты и повреждения являются источниками концен-
трации напряжений, от них возникают и развиваются трещины, которые 
могут привести к потере несущей способности элемента из КМ и даже к 
полному его разрушению. 

Механизм разрушения представляет собой совокупность явлений, 
возникающих при разрушении и рассматриваемых с точки зрения механи-
ки. Проводимые исследования данной проблемы могут быть основаны как 
на микро-, так и на макро-подходе [9]. Так как методы микромеханики 
разрушения КМ неприменимы непосредственно к решению инженерных 
задач, то основными в настоящее время являются методы, основанные на 
макромеханических подходах описания процесса разрушения КМ. В по-
следние годы механика разрушения − одна из наиболее активно разви-
вающихся ветвей механики твердого тела [181]. Особенно активно ведутся 
работы по применению разработанных методов механики разрушения для 
описания процессов разрушения КМ. 

В случае линейного механизма разрушения количественные результа-
ты, оценивающие поведение трещины, получают методами линейной уп-
ругости, принимая во внимание деформацию и прочность материала, соот-
ветствующие разрушению от образования трещины [168] . 

Основой возникновения и развития линейной механики разрушения 
считается теория хрупкого разрушения Гриффитса [181]. Согласно данной 
теории, развитие трещины происходит тогда, когда освободившаяся часть 
энергии деформации оказывается больше приращения поверхностной 
энергии, необходимого для образования новой поверхности трещины. Ес-
ли обозначить степень освобождения энергии через g, приходящуюся на 
единицу площади поверхностную энергию − черезγ (γ− удельная энергия), 
то условие разрушения по Гриффитсу можно представить в виде 

 
g ≥ gc= 2γ. 

 
Позднее Орован [194] и Ирвин [186] независимо обнаружили, что 

“хрупкое” разрушение высокопрочных металлов сопровождается сущест-
венными пластическими деформациями в области, примыкающей к раз-
рушенным поверхностям. Было показано, что если энергию, рассеянную 
при образовании этой пластической области, ввести в теорию Гриффитса в 
том же виде, что и освобождающуюся упругую энергию, то модифициро-
ванная теория Гриффитса довольно точно предсказывает неустойчивый 
рост трещины. 

Различают в области кончика трещины 3 типа деформации: 
-  нормального отрыва (I рода); 
-  поперечного симметричного сдвига (II рода); 
-  продольного сдвига, или антиплоская (III рода). 
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На основании линейной теории упругости Ирвиным [185] было оце-
нено поле напряжений в окрестности вершины трещины в изотропном од-
нородном теле с помощью коэффициента интенсивности напряжений 
(КИН). Выражения для полей напряжений и перемещений вблизи кончика 
трещины для плоской и антиплоской задачи можно свести к виду 
࢐࢏࣌  = ૚/૛࢘ࡹࡷ ࢏࢛ ,ࡹ൧(ࢨ)࢐࢏ࢌൣ = ࡳࡹࡷ ࢘૚/૛[(ࢨ)࢏ࢌ]ࡹ, 
 
где i, j = x, y, z, М = Ι, ΙΙ, III (вид трещины) и G − модуль сдвига. Если обо-
значить через Кс КИН в момент разрушения наиболее практически важной 
трещины нормального отрыва, то условие разрушения представляется так: 

 
KI ≥ Kc, 

 
Величина Kc является константой материала и находится эксперимен-

тально. Можно показать, что для хрупкого материала существует одно-
значное соответствие между КИН и g.Через использование поправки на 
текучесть Ирвин [185] обобщим концепцию КИН и на материалы, обла-
дающие маломасштабной текучестью. 

Для пластичных материалов на основе уравнения общего энергетиче-
ского баланса Райс [190] предложил использовать J-интеграл, не завися-
щий от пути интегрирования 

ࡶ  = නࣅ࢟ࢊࢁ − ࢏࣌ ࢞ࣔ࢏࢛ࣔ  .࢙ࢊ
 

Здесь ࢁ =  ;плотность энергии деформации − ࢐࢏ࢿࢊ࢐࢏࣌׬
σί − компоненты вектора напряжения вне контура ࣅ, окружающего 

кончик трещины;  
ds − элемент дуги вдоль ࣅ (по часовой стрелке);  
ui − компоненты перемещения. 
Райс показал, что поскольку плотность энергии деформации есть 

квадратичная функция деформации, то J = g.Классическая теория разру-
шения предполагает, что трещина распространяется линейно, использова-
ние J-интеграла не связано с таким ограничением. Эта особенность очень 
полезна при анализе КМ, в которых направление роста трещины может 
меняться [196]. 

Наиболее важными из работ по обсуждению применения методов ме-
ханики разрушения к КМ являются работы By [37,38], Си и Чена [203], а 
также Цая и Хана [121]. 
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Для решения задач разрушения КМ, наибольшее распространение по-
лучили макроскопические методы, в которых КМ представляется как ква-
зиоднородный материал и которые имеют экспериментальное подтвер-
ждение. Обзор таких методов с подробным анализом дан в работах [181] и 
[203]. Приведем их короткое описание. 

1. Концепция критического объема. Основная идея подхода, разрабо-
танного By[37,38], состоит в применении критерия прочности анизотроп-
ного тела без трещины в области перед макроскопической трещиной в ани-
зотропном материале. Byполагает, что в теле без макроскопической тре-
щины существует “критический” объем, конечные размеры которого тако-
вы, что он полностью включает в себя микротрещину. Разрушение мате-
риала наступает в тот момент, когда вектор напряжения, действующего на 
наружной поверхности этого объема, достигает величины вектора прочно-
сти, определяющего поверхность разрушения рассматриваемого материала 
в данном подходе напряженное состояние на поверхности объема (rc) вы-
ражается при помощи сингулярных форм ࣌࢐࢏; при rc = rc. 

Отличное экспериментальное подтверждение подхода Byбыло полу-
чено на однонаправленном стеклопластике (Scotchpiy 1002) для смешанно-
го вида нагружения при наличии трещин, параллельных волокнам. Оказа-
лось, что КIС и КIIС и величина критического объема для различных ориен-
таций трещины относительно приложенных нагрузок постоянны. Величи-
на rcоказалась приблизительно равной 1,95 мм [181]. By [210] вывел также 
критерий инициации трещин в анизотропных материалах 

࡯ࡵࡷࡵࡷ  + ൬ ൰૛࡯ࡵࡵࡷࡵࡵࡷ = ૚. 
 

Позднее Спенсер и Барнди [206] предположили, что критерий разру-
шения для наклонной трещины в ортотропных материалах может быть по-
лучен обобщением критерия By 

 ൬ ࢓൰࡯ࡵࡷࡵࡷ + ൬ ࢔൰࡯ࡵࡵࡷࡵࡵࡷ = ૚. 
 

где KIC, KIIC, m и n − характеристики материала, которые могут быть полу-
чены экспериментально. 

2. Концепция плотности энергии деформации. Си [200]предложил 
критерий разрушения, позволяющий рассчитать как предельные нагрузки, 
так и направление роста трещины. Его подход основан на двух допущени-
ях: 1) трещина распространяется в направлении максимума плотности по-
тенциальной энергии; 2) момент начала роста трещины определяется кри-
тической интенсивностью потенциального поля Sкр (где μ = Sкр/r = − μp; μ −  
плотность энергии деформации, а μp− плотность потенциальной энергии). 
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При использовании этого подхода величина Sкр рассчитывается только 
из сингулярных членов сингулярного поля упругого напряжения. Причем 
описание ограничивается областью лежащей вне радиуса r0 вокруг кончика 
трещины. Поскольку в основе подхода положена линейная теория, радиус 
r0 должен быть достаточно большим, чтобы охватить любой нелинейный 
район около кончика трещины. Было найдено, что средняя величина r0 ≈ 
0,51 мм обеспечивает хорошее соответствие теории и эксперимента на 
слоистом стеклопластике (Scotchply 1002)со схемами армирования [±Θ0], 
при нагружении в направлении 00. 

3.Концепция гипотетической (внутренней) трещины. Подход разрабо-
тан в работе Вадоупса и др. [33] при использовании решения Бови для 
трещины, распространяющейся от круглого отверстия в квазиизотропном 
углепластике с направлением армирования [00/900 ]s. Подход основан на 
вычислении длины зоны интенсивного высвобождения энергии, опреде-
ляемой как гипотетическая трещина длиной а. Хорошее соответствие с 
экспериментом получено для значения а = 1,02 мм при изменении размера 
отверстия от 0,2 до 38 мм. Как отмечено в [12] этот подход аналогичен 
подходу Ирвина [185], учитывающему эффекты маломасштабной пластич-
ности в металлах путем фиктивного увеличения длины трещины. Подход 
всецело полагается на экспериментальные данные для определения вели-
чины а и предельных напряжений слоистых КМ без дефектов [144]. 

Круз [176] представил отверстие радиусом Rкак трещину длиной 
а. Величина а была получена путем сравнения решений для отверстия и 
трещины в ортотропном материале. Затем предельная нагрузка слоистого 
КМ была определена при помощи линейной упругой механики разрушения 
с К1С, найденным из независимого эксперимента для величины 
KQ, рекомендуемой ASTM.Использование такого подхода дало отличные 
результаты для слоистого углепластика на эпоксидном связующем со схе-
мами армирования [૙࢔૙/±૝૞૙]࢙[160]. 

Концепция критического расстояния. Подход, разработанный Уит-
ни и Нусмиером [209], использует два взаимосвязанных критерия для рас-
чета предельных напряжений слоистых КМ с концентраторами напряже-
ний. Эти критерии сформулированы независимо от линейной упругой ме-
ханики разрушения. Однако было найдено, что использование в них точ-
ного распределения напряжений перед трещиной вместо обычного при-
ближенного позволяет надлежащим образом предсказать предельные на-
пряжения для ряда различных слоистых композитов с концентраторами 
напряжений. 

Согласно первому критерию, разрушение наступает тогда, когда нор-
мальные напряжения, направленные перпендикулярно трещине, достигают 
на определенном расстоянии d0от ее кончика предельных значений полу-
ченных на таком же материале без трещины. Считается, что величина 
d0является константой, присущей материалу и не зависящей от геометрии 
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образца и распределения напряжений. Эта величина характеризует рас-
стояние, на котором в материале должно быть достигнуто критическое на-
пряженное состояние, чтобы размеры существующего дефекта оказались 
достаточно большими для инициирования разрушения. Было найдено, что 
величина d0приблизительно равна 1,02 мм не только для слоистых угле-
пластиков (Т300/5208) с трещинами (схемы армирования [૙૙/±૝૞૙]࢙, [૙૙/±૝૞૙]૛࢙, [૙૙/ૢ૙૙]૝࢙, но также и для стеклопластиков (Scotchply 1002) с 
круговыми отверстиями и аналогичными схемами армирования. 

Согласно второму критерию, рассматривается расстояние а0перед 
кончиком трещины, на котором уровень средних напряжений, рассчитан-
ных на основе упругого решения, достигает предельных значений для ма-
териала без концентратора. Поэтому а0 по величине больше, чем d0и для 
двух вышеупомянутых типов слоистых композитов составляет, как было 
найдено, около 3,82 мм. 

Установлено, что величина KQизменяется вместе с длиной трещины в 
слоистых композитах вплоть до некоторого критического значения, после 
чего остается постоянной. Чтобы разобраться в этих изменениях, необхо-
димо вместо упрощенной сингулярной формы использовать точное реше-
ние для напряжения перед трещиной, хотя оба эти решения и сходятся на 
достаточно большом расстоянии от трещины. 

Вариант критерия средних напряжений Уитни-Ньюзмера [209] разра-
ботал Чен [211]. Его подход базируется на параметре повреждения, кото-
рый представляет из себя совокупность неупругих микромеханических 
процессов, что происходят при вырезах и других концентраторах напря-
жений. Чен определил параметр разрушения D через предел прочности ма-
териала на растяжение σ0 следующим образом: 

 ૚ࡰන ࡰ࢟࣌
૙ ࢞ࢊ = ࣌૙, 

 
где σу − нормальное напряжение, действующее перед концентратором на-
пряжений. Разрушение происходит, когда Dстановится равным предель-
ному повреждению DC,которое, как предполагается, является характери-
стикой материала, независящей от нагрузки и геометрии. Чен показал, что 
для различных слоистых КМ, использованных в ряде конфигураций образ-
цов, существует единственное значение DC. Он показал, что DC, имеющее 
размерность длины, достаточно хорошо сравнимо с измеренными разме-
рами зон повреждений. 

5.Модель тонкой пластической зоны. Концепция, альтернативная тео-
рии разрушения Гриффитса-Ирвина, была выдвинута Баренблаттом. Чтобы 
избежать бесконечно больших напряжений в кончике трещины, он пред-
ложил, что в области перед трещиной, где полное разделение материала 
еще не наступило, действует поле когезионных сил. Считая, что напряже-
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ния в этом поле постоянны и равны напряжению текучести σys, Дагдейл 
[179] получил первое приближенное решение упругопластической задачи 
для трещины нормального разрыва (I рода). Дагдейл предположил, что зо-
на текучести перед кончиком трещины в плоскости трещины имеет вид уз-
кой щели с пластической областью размером b0, которая увеличивается с 
размером трещины до предельного значения. 

Такая модель была ис-
пользована в работе [181] 
для вычисления несущей 
способности слоистого ком-
позита с трещинами. Иссле-
дованы углепластик (Т300/ 
5208) и стеклопластик 
(Scotchply1002) со схемами 
армирования [૙૙/±૝૞૙/ૢ૙૙]૛࢙ и [૙૙/ૢ૙૙]૝࢙, на-
гружаемые в направлении 
0°. Далее полученныере-
зультаты сравнивались с 
расчетами, основанными на 
концепциях 3 и 4. Оказа-
лось, что применение под-
ходов 3, 4 и 5 для предсказа-
ния предельных напряжений 
слоистых композитов с кон-
центраторами напряжений 
приводит к практически 
одинаковым результатам и 
обеспечивает хорошее опи-
сание результатов экспери-
ментов. Однако, показана 
необходимость смягчения 
некоторых теоретических 
ограничений, без которого 
методы механики разруше-
ния нельзя применять для 
расчета предельных напря-
жений слоистых КМ с тре-
щиной. 

Большое число из-
вестных методов и подхо-
дов для оценки прочности 
КМ с отверстиями и тре-

σ0 

σ0

 

 

 

 

  

Рис. 5.1. Пластина 
с эллиптическим отверстием 

b 

y 
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щинами показывает отсутствие универсального метода и объясняет необ-
ходимость разработки нового метода, который давал бы возможность оце-
нить прочность КМ с отверстиями, трещинами и пробоями. 

На основании приведенного в данном подразделе обзора критериев и 
методов оценки прочности КМ можно систематизировать механические 
критерии прочности и объединить их в две основные группы. В первой 
группе предельное состояние определяется с позиций классических теорий 
прочности анизотропных сред применительно к КМ. При этом подходе 
теоретическая прочность получается обычно заниженной, так как критиче-
ское состояние элемента достигает  предельного состояния в его наиболее 
напряженной точке. Ко второй группе относятся критерии прочности ме-
ханики разрушения КМ, которые применяются при наличии трещинопо-
добных дефектов. 

Новый метод оценки прочности элементов конструкций из КМ с по-
вреждениями и вырезами, предложенный в разделе 1.1, базируется на со-
вместном использовании классических теорий прочности механики 
сплошных сред и критериев механики разрушения применительно к КМ. 

Большинство конструкционных КМ, применяемых в силовых элемен-
тах конструкций, могут быть отнесены к хрупким материалам. При нали-
чии в элементе из КМ повреждения или выреза процесс разрушения про-
исходит от данных концентраторов в результате мгновенного развития 
трещиноподобного дефекта. Поэтому предполагается, что при увеличении 
внешней нагрузки у повреждения или выреза в месте наибольшей концен-
трации напряжений (в ослабленном сечении элемента) возникает и увели-
чивается зона повреждения в КМ. Данную зону назовем «эквивалентной 
(фиктивной)» трещиной, которая при предельной нагрузке достигает своей 
критической длины.  

Разработанный метод предельного состояния в разделе 2 для изотроп-
ных материалов применим и для КМ с своих механических характеристик 
материала и напряженно-деформированного состояния. 
 
 
5.2. Прочность пластины из КМ с эллиптическим вырезом  
при действии одноосных равномерно-распределенных  
растягивающих напряжений, действующих на ее гранях 
 

Найдем предельное состояние пластины конечной ширины с эллипти-
ческим вырезом, на значительном удалении от которого в направлении оси 
у действуют равномерно распределенные растягивающие напряжения σ0 
(рис. 5.1). Материал пластины ортотропный. 

Согласно предложенному в предыдущих главах способу определения 
предельного состояния пластины с концентратором необходимо знать на-
пряженное состояние в ослабленном сечении и иметь формулу для вычис-
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ления КИН при наличии радиальных трещин, выходящих на контур отвер-
стия в опасном сечении. 

Приближенную формулу для нормальных напряжений σy(x,0), дей-
ствующих на площадках в ослабленном сечении, можно получить с помо-
щью решения [159] для бесконечной ортотропной пластины с отверстием и 
модифицированного метода сечений. Рассекая мысленно рассматриваемую 
пластину по сечению у = 0, составляя уравнение равновесия одной из отсе-
ченных ее частей и решая его, получаем следующее выражение для нор-
мальных напряжений: 

,ݔ)௬ߪ  0) = ଴ߪ ൤1 + ߙ ଶߚܽ − ଵߚ ቊ ଶଶܾߚ − ଶܽߚ ൭1 − ଶܽ൫ܾଶߚ + ଶݔ)ଶଶߚ − ܽଶ)൯ଵ/ଶ൱− (5.14)− ଵଶܾߚ − ଵܽߚ ൭1 − ଵܽ൫ܾଶߚ + ଶݔ)ଵଶߚ − ܽଶ)൯ଵ/ଶ൱ൡ൩, 
 
где ߙ = ଶߚ) − ଵܤଶܵଶܤଵܤ(ଵߚ − ଵܵܤଶ , 

Bi = b − βia; ௜ܵ = ܹ)ଵଶߚ	 − ܽ) − ௜ߚ ቀܾଶ + ௜ଶ(ܹଶߚ − ܽଶ)ቁଵ/ଶ 
(i = 1,2) 

 
β1 и β2 − комплексные части корней характеристического уравнения для 
выбранного ортотропного материала, a и b – полуоси эллиптического от-
верстия в пластине. 

В качестве критерия прочности сплошного материала примем крите-
рий статического разрушения материала (2.1), а в качестве условия разру-
шения − условие Ирвина (2.2). 

Применяя условие отрыва из (2.1) к формуле (2.3), получим зависи-
мость между величиной напряжения σ0k, приложенного к граням пластины, 
и размером зоны d возле выреза, в которой напряжение материала достиг-
ло значение истинного сопротивления отрыву: 

଴ߪ  = ܵ௞/ ൤1 + ߙ ଶߚܽ − ଵߚ ቊ ଶଶܾߚ − ଶܽߚ × 

× ൭1 − ఉమ௔ቀ௕మାఉమమ(௫మି௔మ)ቁభ/మ൱ −                                 (5.15) 
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− ଵଶܾߚ − ଵܽߚ ൭1 − ଵܽ൫ܾଶߚ + ଶݔ)ଵଶߚ − ܽଶ)൯ଵ/ଶ൱ൡ൩, 
 

Эту формулу можно 
применять для расчета пла-
стин, у которых ось эллипса 
2а (в соответствии с рис. 
5.1) во много раз меньше 
ее ширины (2a/2W < 1/6). 
Для отношения 2a/2W> 1/6 к 
размеру зоны предельного 
состояния материала возле 
отверстия d следует доба-
вить поправку, учитываю-
щую перераспределение на-
пряжений в пласти-
не. Получим формулу для 
вычисления нового размера 
зоны предельного состояния 
d´ возле отверстия. 

На рис. 5.2, а построе-
на эпюра нормальных на-
пряжений ϭ1 в ослабленном 
сечении пластины. Ввиду 
того, что напряжения в пла-
стине не могут быть выше 
предельных, принятых за 
критерий прочности мате-
риала, эпюру ϭ1 (кривая 1) 
отсекаем горизонтальной 
прямой на уровне ϭ1= 
Sk (рис. 5.2, а). Для выпол-
нения условия равновесия 
пластины необходимо, что-
бы отсеченная часть эпюры 
ϭ1 была распределена на 
нижней в той ее части, где 
напряжения еще не достиг-
ли Sk. В связи с перераспре-
делением напряжений эпю-
ра ϭ1 расположится немного 
выше своего первоначаль-

σ1 

W W 
H

 
H

 

а) 

σ0 

σ0 

Sk 

1 

d ݀´ 

σ1 

W W 

H
 

H
 

б) 

σ0

σ0 

Sk 

1 

2

Рис. 5.2. Перераспределение напряжений  
в пластине 
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ного положения (кривая 2 на рис. 5.2,б). По этой же причине первоначаль-
ный размер зоны предельного состояния материала возле отверстия увели-
чится и станет равным d´ (pиc.5.2,б). Далее полагаем, что отсеченная верх-
няя часть эпюры ϭ1распределена равномерно на нижней ее части, где на-
пряжения не достигли Sk. Это соответствует тому случаю, когда новая эпю-
ра (кривая 2 на рис. 5.2,б) строится от напряжения ߪ଴ᇱ , отличающегося от 
первоначального на какую-то величину Δσ, т.е.	ߪ଴ᇱ = ଴ߪ + -На основа .ߪ߂
нии этого можно записать следующие уравнения для вычисления ߪ଴ᇱ  и d´: 
଴ߪ  න ௪(ݔ)ܭ

௔ ݔ݀ − −ܵ௞(݀ − ܽ) ଴ᇱߪ− − න ௪(ݔ)ܭ
௔ ݔ݀ = ଴ᇱߪ ,0 = ௌೖ௄(ௗᇲ),                                            (5.16) 

где  
 

K(x) = σy(x,0)/σ0.                                        (5.17) 
 

Выражение для КИН в пластине с эллиптическим отверстием и двумя 
радиальными трещинами (рис. 5.3) можно получить на основе решения 
[196] задачи о растяжении полосы, содержащей центральную трещину 
длиной 2l. На поверхностях трещины задаются нормальные напряжения 
σ(x) = − σ(x,0). 

Тогда, используя формулу (5.15) и подход из [16], основанный на ме-
тоде сечений и примененный в предыдущих решениях задач, получим сле-
дующее представление КИН для задачи, показанной на рис. 5.3: 

 
K1 = 1,12 ϭ0l1/2F(λ,θ);    (5.18) 

 
где ߣ)ܨ, (ߠ = නߨ2 ఏ(ݔ)ܭ

ఒ ቂ(ߣଶ − ଶ)ିభమݔ + 
 

 (5.19)+(1 − ݃ݐܿݎଶ)ିభమܽߠ ቆߠଶ − ଶ1ݔ − ଶߠ ቇଵ/ଶ൩  ݔ݀
 

 
λ = a/W, θ = l/W, 

 
K(x) определяется по формуле (5.4). 
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Рис. 5.3. Пластина с отверстием  
и двумя радиальными трещинами 

 
 

Подставляя условие (2.2) в формулу (5.18).получаем условие разру-
шения пластины в виде: 
 

K1 = KC = 1,12 ϭ0l1/2F(λ, θ). 
 

Отсюда  ߪ଴ = ,ߣ)ܨ஼1,12݈భమܭ (5.20) .(ߠ

 
Таким образом, система уравнений для определения критического 

размера зоны предельного состояния материала возле отверстия dk и на-
пряжения σ0k имеет следующий вид: 

଴௞ߪ  − ܵ௞/ ൤1 + ߙ ଶߚܽ − ଵߚ ×  

× ቊ ଶଶܾߚ − ଶܽߚ ൭1 − ଶܽ൫ܾଶߚ + ଶݔ)ଶଶߚ − ܽଶ)൯ଵ/ଶ൱ − 
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− ଵଶܾߚ − ଵܽߚ ൭1 − ଵܽ൫ܾଶߚ + ଶݔ)ଵଶߚ − ܽଶ)൯ଵ/ଶ൱ൡ൩ = ଴ߪ(5.21) ,0 − /஼ܭ ቂ1,12ߪ଴݈భమߣ)ܨ, ቃ(ߠ = 0.  
 

Во втором уравнении системы следует принять l = d. 
Одним из возможных способов решения системы уравнений (5.21) яв-

ляется метод последовательных приближений [152]. 
Вычитая из первого уравнения системы (5.21) второе, получим 
 ܲ(݀) = ,ߣ)ܨ଴݈భమߪ஼ቂ1,12ܭ ቃ(ߠ − ܵ௞/ ൤1 + ߙ ଶߚܽ − ଵߚ ቊ ଶଶܾߚ − ଶܽߚ (1 − 

− ఉమ௔ቀ௕మାఉమమ(௫మି௔మ)ቁభ/మ൱− 1ܽߚ−12ܾߚ ቌ1 −  2൯൰1/2ቍቑ቏.            (5.22)ܽ−2ݔ12൫ߚ+1ܽ൬ܾ2ߚ

 

 
Здесь соотношение (5.22) за-

писано в виде схемы Горнера [63]. 
Для определения корня 

уравнения (5.21) применим ме-
тод хорд. На рис. 5.4 приведена 
блок-схема решения методом 
хорд. Согласно этой блок-схеме 
первоначально в ЭВМ необхо-
димо ввести значения размеров 
зон предельного состояния ма-
териала d1 и d2 (d1<d2)при усло-
вии, что корень уравнения нахо-
дится в промежутке [d1,d2]. Да-
лее вычисления следует произ-
водить по формуле (5.21) до тех 
пор, пока функция P(d) с каким-
нибудь значением di = c0 не ста-
нет меньше заданной погрешно-
сти ε. Затем, подставляя оконча-
тельно найденный d в формулу 
(5.20), определяется критиче-
ское напряжение σ0k. 

Найдем предельное состоя-
ние ортотропной пластины 
90x35x2,7 мм (углепластик КМУ 

да 

начало 

ввод di;ε 

вычисление P(di)

଴ܥ = ݀௜ − ݀ଶ݀ଵܲ(݀ଶ)ܲ(݀ଵ) ܲ(݀ଵ) 
вычисление P(c0) 

конец 

P(c0)>ε 

вывод ܿ଴ 

݀ଶ = ܿ0
P(c0)>0

݀1 = ܿ0да
нет

Рис. 5.4. Блок-схема метода хорд 
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− ЗЛ со схемой укладки слоев [0ଷை/90ଶை]ଽ)при β1 = 5,470 и β2 = 0,704 для  a 
=b= 2,5 ÷ 7 мм. Данный материал имеет предел прочности σB = 12 МПа и 
Sk =21 МПа. Для определения  предельных параметров пластины составле-
на программа решения уравнения (5.22) на языке Бейсик, ориентированная 
на использование ПЭВМ в расчетах. 

На рис. 5.5 представ-
лены результаты вычисле-
ний. Теоретическая кривая 
1 построена на основании 
применения в расчетах 
критериев σ1 ≥ Sk и K1 = KC, 
а кривая 2 построена с ис-
пользованием критериев 
ϭЭКВ ≥ σВ. и K1 = KC. 

Для проверки пра-
вильности расчетов по 
предложенному способу 
были проведены испыта-
ния плоских образцов, из-
готовленных из компози-
ционного материала КМУ-
ЗЛ, на растяжение до раз-
рушения. Характеристики 
данного материала приве-
дены выше. Испытание 
образцов производилось 
на разрывной испытатель-
ной машине FP-10. 

Данные испытания 
образцов с отверстиями на 
растяжение приведены в 
виде кривой 3 на рис. 5.5. 
Здесь же представлена до-
верительная область (за-
штрихована) эксперимен-
тальных значений крити-
ческих напряжений σ0k. 

Теоретические кри-
вые 1 и 2 дали двухсто-

роннюю оценку параметров предельного состояния пластины с вырезом. 
Наибольшая разница теоретических и экспериментальных данных не пре-
высила 12% при использовании в расчетах критериев σ1≥ Sk и K1 = KC. При 
применении критериев ϭЭКВ ≥ σВ. и K1 = KC   погрешность способа ниже. 

 

 
 

Рис. 5.5. Зависимость критического напряжения σ0K 
от диаметра отверстия в пластине d: 1 − теоретическая 

кривая, построенная по предлагаемому способу  
с использованием критерия σ1≥ Sk; 2 − то же для  

ϭЭКВ ≥ σВ; С − то же при совместном использовании  
критериев ϭЭКВ ≥ σВ и σ1 ≥ Sk; 3 − экспериментальная 

зависимость; /// − доверительная область  
экспериментальных данных. 
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Однако, если вычислить среднеарифметические значения напряжений σ0, 
полученных с использованием обоих критериев механики сплошной среды 
(ϭЭКВ ≥ σВ и σ1 ≥ Sk), то погрешность способа не превысит 5%. (кривая С на 
рис. 5.5). 

 

 
 

Рис. 5.6. Действие сосредоточенных сил на контуре эллиптического 
отверстия в пластине 

 
 
5.3. Предельное состояние ортотропной пластины с эллиптическим 
вырезом при действии на его поверхности сосредоточенных сил 
 

Рассмотрим пластину конечной ширины с эллиптическим выре-
зом (рис. 5.6). На контуре отверстия в точке (0, ± b) действуют сосредото-
ченные силы Р. Необходимо найти силу Р = Рk, при которой пластина пол-
ностью разрушается. В соответствии с предложенным способом для опре-
деления критической силы Рk необходимо иметь формулы для определения 
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напряженного состояния в сечении у = 0 (рис. 5.6) и КИН в пластине с 
двумя радиальными трещинами, выходящими на контур выреза (рис. 5.7). 

Формулу для определения нормальных напряжений, действующих в 
сечении у = 0 , получим из решения задачи о действии сосредоточенных 
сил на контуре отверстия в бесконечной пластине [110]. Вводя в это реше-
ние параметр α, учитывающий конечность ширины пластины, в соответст-
вии с методом сечений и выполняя некоторые преобразования, получим 
следующую приближенную формулу для нормальных напряжений: 
 
,ݔ)௬ߪ  0) = ଵߚ)ߨܽܲߙ2 − (ଶߚ (ݔ)ଶܮ] ∙ ଵߚ − (ݔ)ଵܮ ∙ ଶ], (5.23)ߚ

 
где	 (ݔ)ଵܮ = 
 = (ܽ + ݔൣ(௜ܾߚ + (݇௔ + ௜ଶܾଶ)ଵ/ଶ൧(݇௔ߚ + ܽ)]௜ଶܾଶ)ଵ/ଶߚ + (௜ܾߚ + ݔ) + (݇௔ +  ,[௜ଶܾଶ)ଵ/ଶ)ଶߚ
 ݇௔ = ଶݔ − ܽଶ ߙ = ଵߚ)ߨ − (ݔ)ଶ߫݃ݐܿܿݎଵܽߚ](ଶߚ − ௔ௐ[(ݔ)ଵ߫݃ݐܿܿݎଶܽߚ ; 
 ߫௜(ݔ) = ݔ − (݇௔ + ܽ)௜ଶܾଶ)ଵ/ଶߚ + (௜ܾߚ ;			(݅ = 1,2) 
 

Формулу для КИН в пластине с отверстием и двумя радиальными 
трещинами (рис. 5.7) получим на основе решения задачи [16] о растяжении 
полосы, содержащей центральную внутреннюю трещину длиной 2l. Эта 
формула имеет вид: 
 

K1 = 1,12Pl1/2F(λ, θ);                                       (5.24) 
 
в которой F(λ, θ) вычисляется по формуле (5.6) с учетом того, что в ней 
K(x) = σy(x,0)/(Pa), а σy(x,0) находится из выражения (5.9). 

Таким образом, используя формулы (2.2), (5.9), (5.10) и критерий  
ϭ1 = Sk, получим уравнение для определения критического размера зоны 
предельного состояния возле выреза в таком виде 

 ܲ(݀) = ,ߣ)ܨ஼ቂ1,12݀భమܭ ቃ(ߠ −  
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− ܵ௞ߚ)ߨଵ − (ݔ)ଶܮ](ଶߚ ∙ ଵߚ − (ݔ)ଵܮ ∙ [ଶߚ = 0. (5.25)

 

 
 

Рис. 5.7. Сосредоточенные силы в пластине с отверстием и двумя трещинами 
 
 

После определения критического размера dk  по  формуле (5.12) кри-
тическая сила Рk находится из следующего выражения: 

 

௞ܲ = ,ߣ)ܨ஼ቂ1,12݀భమܭ  ቃ(ߠ
 
Для проверки полученных формул проведены вычисления и экспе-

риментальные исследования предельного состояния ортотропных пластин 
с отверстием. На рис. 5.8 представлены теоретические (кривые 1и 
2,построенные с использованием критериев ϭ1= Sk и ϭЭКВ ≥ σВ соответствен-
но) и экспериментальные данные (кривая 3) для композитной пластины 
(углепластик КМУ − ЗЛ со схемой укладки слоев [0ଷை/90ଶை]௦ размером 
90x45x2,7 мм при наличии эллиптического отверстия). 



115 
 

 
 

Рис. 5.8.Зависимость критической силы Рk  
от отношения полуосей эллиптического отверстия b/a 

 
 

Сравнение экспериментальных и расчетных данных в рассмотренном 
примере свидетельствует об эффективности предложенного способа опре-
деления предельного состояния элементов конструкций с вырезом. Разни-
ца расчетных и экспериментальных данных не превышает 9%. 
 
 
5.4. Заключение по разделу 5 
 

1. Выполнен теоретический расчет предельного состояния элементов 
конструкций из ортотропного материала при наличии выреза и при раз-
личном виде приложения внешней нагрузки. 

2. Сравнение теоретических и экспериментальных данных предельно-
го состояния композитных пластин из однонаправленного углепластика 
при наличии отверстия показывает высокую эффективность разработанно-
го способа определения предельного состояния . 

3. Для указанных выше расчетов предельное состояние ослабленных 
конструктивных элементов вычислялись по двум критериям прочности ме-
ханики сплошной среды, что позволило получить двухстороннюю оценку 
параметров критического состояния. Теоретические данные предельного со-
стояния, полученные на основании совместного применения двух критериев 
прочности, отличаются от экспериментальных данных не более чем на 5%. 
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ОБЩИЕ ВЫВОДЫ 
 
1.  Разработан теоретический способ определения предельного состоя-

ния элементов конструкций из изотропного материала с концентратором в 
форме кругового выреза. С целью реализации предлагаемого способа развит 
метод сечений для вычисления напряженного состояния в ослабленном сече-
нии полосы с круговым отверстием и коэффициентов интенсивности напря-
жений в данной полосе при наличии двух радиальных трещин. 

2.  Предложенный способ определения предельного состояния распро-
странен на расчет плоских элементов конструкций, поврежденных высоко-
скоростными механическими частицами. В процессе реализации данного 
способа получены формулы для вычисления напряженного состояния в ос-
лабленном сечении пластины конечной ширины с подкрепленным отверсти-
ем (подкрепление моделирует зону поврежденного материала) и для КИН в 
указанной пластине при наличии двух радиальных трещин. Разработан спо-
соб определения упругих характеристик материала в зоне повреждения. 

3.  Разработанный теоретический способ определения предельного со-
стояния листовых элементов конструкций из изотропного материала рас-
пространен на случай наличия нескольких отверстий. Для реализации дан-
ного способа разработан численный метод определения напряженного со-
стояния пластины с несколькими отверстиями и способ вычисления коэф-
фициентов интенсивности напряжений в пластине конечных размеров с 
двумя отверстиями и четырьмя радиальными трещинами. 

4.  С использованием предложенного способа выполнен расчет анизо-
тропных пластин с вырезом. 

5.  Испытание пластин из Д16АТ, АМГ6М и композиционного мате-
риала с вырезами подтверждает эффективность разработанного способа 
определения предельного состояния. 

6.  Разработаны программы вычисления напряженно-деформирован-
ного состояния и коэффициентов интенсивности напряжений и реализова-
ны на ПЭВМ. 

7.  Разработанные методы и полученные результаты работы внедрены 
в отраслевой научно-исследовательской лаборатории кафедры летатель-
ных аппаратов Самарского государственного аэрокосмического универси-
тета при решении практических задач. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  
 

Настоящее приложение содержит базовую информацию по теории уп-
ругости и вывод основных уравнений для неограниченной области, являю-
щихся основой для представленных в монографии решений задач для пла-
стин конечных размеров. В качестве основных монографий и учебников из 
этой научной области можно порекомендовать [69, 79, 86, 102, 114, 157и др.]. 

Теория упругости изучает действие сил на упругие тела и определяет 
возникающие при этом напряжения и деформации. 

Такие же задачи рассматриваются и в сопротивлении материалов. Од-
нако, между сопротивлением материалов и теорией упругости имеются 
существенные различия, которые заключается в исходных предпосылках и 
в методах решения задач. Сопротивление материалов не может решать за-
дачи по определению напряженного и деформированного состояния тела, 
если его форма отличается от стержня (бруса) и представляет собой, на-
пример, пластину, оболочку, массив и т.д. Такие задачи можно решать 
только методами теории упругости, основные предпосылки которой отли-
чаются достаточной широтой и не ограничиваются такой формой тела, как 
стержень. Элементарная теория не дает также способа исследования на-
пряжений в местах резкого изменения поперечного сечения элементов 
конструкций, где возникает концентрация напряжений. Методами сопро-
тивления материалов невозможно решить и задачу о контакте двух упру-
гих тел, которая имеет большое применение в технике. 

Теория упругости использует более общие методы решения задач, 
благодаря чему обеспечивается более высокая точность и строгость реше-
ния по сравнению с методами сопротивления материалов. 

Основные гипотезы. Одной из идеализаций твердого тела является 
свойство идеальной упругости. Это свойство положено в основу той ветви 
механики твердого деформируемого тела, которая называется теорией уп-
ругости. 

Идеальная упругость есть способность тела, получившего деформа-
цию, после устранения причин, вызывающих ее, полностью восстанавли-
вать свою первоначальную форму. 

В теории упругости применяют следующие гипотезы. 
Гипотеза о сплошности строения упругого тела. В соответствии с 

этой гипотезой сплошное тело, непрерывное до деформации, остается не-
прерывным и после деформации. Поэтому, деформации и перемещения 
точек тела считаются непрерывными функциями координат. 
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Гипотеза о естественном ненапряженном состоянии. Согласно этой 
гипотезе существующие до приложения нагрузок начальные напряжения в 
теле полагаются равными нулю. 

Гипотеза о том, что материал тела наделен свойствами идеальной 
упругости, шаровой изотропии и совершенной однородности. Кроме того 
принимается линейная зависимость между деформациями и напряжения-
ми. Шаровая изотропия предполагает, что свойства материала одинаковы 
по всем направлениям, проведенным из данной точки. 

Гипотеза о том, что напряженное состояние в данной точке зави-
сит от деформации в этой же точке. 

Гипотеза (принцип) Сен-Венана. В точках тела, достаточно удаленных 
от мест приложения внешних нагрузок, напряжения мало зависят от спо-
соба осуществления этих нагрузок. 

В линейной теории упругости принято считать, что: 
а) перемещения тела малы по сравнению с линейными размерами тела; 
б) относительные деформации (линейные и угловые) весьма малы по 

сравнению с единицей. 
 
 
1.1. Силы и напряжения 
 

Внешние силы, действующие на тело, делятся на поверхностные и 
объемные. Поверхностные силы распределены по поверхности тела, на-
пример давление воды на плотину, давление фундамента здания на грунт и 
т.п. Объемные силы действуют па каждую частицу среды. К ним относятся 
сила тяжести, силы инерции. 

Рассмотрим твердое тело, находящееся в равновесии под действием 
поверхностных и объемных сил (рис. 1.1). Внешние силы вызыва-
ют появление в теле внутренних сил. Для исследования внутренних сил 
применим метод сечений. Рассечем тело плоскостью на части А и В и часть 
В отбросим. Положение плоскости сечения определяется внешней норма-
лью v. Часть тела А находится в равновесии под действием внешних сил и 
внутренних сил непрерывно распределенных по плоскости сечения. Выде-
лим в плоскости сечения площадку ΔF (рис.1.1). Пусть равнодействующая 
внутренних сил на этой площадке равна ΔS. Тогда величина 

ࣇ࢖  = ૙→۾ઢ࢓࢏࢒ ઢࡿઢࡲ 
 

называется напряжением в данной точке на площадке с нормалью 
ν. Удобнее вместо полного напряжения ݌ఔ рассматривать его составляю-
щие по координатным осям Χν, Υν, Ζν (рис. 1.2). 

В сечениях, параллельных координатным плоскостям, индекс 
νзаменяют индексом координатной оси, нормальной к сечению. 
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Например, в сечении, параллельном плоскости y0z (рис. 1.2), внешняя 
нормаль параллельна оси x и напряжения обозначаются так: Xx, Υx, 
Ζx. Напряжение Xx направлено перпендикулярно сечению и называется 
нормальным напряжением, а Υx, Ζx, лежащие в плоскости сечения, называ-
ются касательными напряжениями. Для обозначения напряжений исполь-
зуют и другие системы обозначений. В дальнейшем будем использовать 
систему, в которой нормальное напряжение обозначается буквой σс одним 
индексом (который указывает нормаль к сечению), а касательное напряже-
ние обозначается буквой τ с двумя индексами (первый указывает направ-
ление напряжения, а второй − нормаль к сечению). 

Итак, имеем девять напряжений в любой точке тела (на трех площад-
ках параллельных координатным плоскостям) 

 

 
Рис.1.1. Тело под действием внешних  

сил P и q 

 
Рис.1.2. Составляющие 
полного напряжения ݌ఔ 

 
 ܺ௫ = ௫ߪ ௫ܻ = ߬௬௫ ܼ௫ = ߬௭௫௬ܻ = ௬ߪ ܼ௬ = ߬௭௬ ܺ௬ = ߬௫௬ܼ௓ = ௓ߪ ܺ௭ = ߬௫௭ ௭ܻ = ߬௬௭  

 
причем три из них являются нормальными напряжениями, а шесть − каса-
тельными напряжениями. 

На рис. 1.3 показаны положительные напряжения на площадках, па-
раллельных координатным плоскостям. Соответствующие отрицательные 
напряжения будут направлены в противоположные стороны. 

Напряжения, возникающие в твердом теле, могут быть различными в 
разных точках тела, т.е. являются функциями координат точек: 

௫ߪ  = ,ݔ)௫ߪ ,ݕ ௫௬߬ (ݖ = ߬௫௬(ݔ, ,ݕ  (ݖ
………..………… 
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Рис. 1.3 Положительные напряжения на площадках параллелепипеда 
 

 
1.1.2. Дифференциальные уравнения равновесия.  
Закон парности касательных напряжений.  

 
Выделим из тела, находящегося под действием внешних сил элемен-

тарный параллелепипед с гранями параллельными координатным плоско-
стям. На каждой грани имеем три напряжения, которые являются функ-
циями координат (рис. 1.4). На левой грани (параллельной плоскости y0z) 
нормальное напряжение обозначим ߪ௫, а на правой грани обозначим 

௫ߪ  + ݔ௫߲ߪ߲  .ݔ݀
 
Аналогично связаны и остальные напряжения па параллельных гранях 

параллелепипеда. На параллелепипед действует и объемная сила, состав-
ляющие которой, отнесенные к единице объема тела, обозначим X, Y, Z. 

Для тела, находящегося в равновесии, должны удовлетворяться шесть 
уравнений статики: три уравнения проекций на координатные оси и три 
уравнения моментов относительно этих осей. Составим уравнение проек-
ций всех сил на ось x. Имеем 
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൬ߪ௫ + ݔ௫߲ߪ߲ ൰ݔ݀ ݖ݀ݕ݀ − ݖ݀ݕ௭݀ߪ + ቆ߬௫௬ + ߲߬௫௬߲ݕ ݖ݀ݔቇ݀ݔ݀ − −߬௫௬݀ݖ݀ݔ + ൬߬௫௭ + ߲߬௫௭߲ݖ ൰ݖ݀ ݕ݀ݔ݀ − ߬௫௭݀ݕ݀ݔ ݖ݀ݕ݀ݔ݀ܺ+ + = 0. 
 

 
 

Рис. 1.4. Параллелепипед 
 
 

После раскрытия скобок, приведения подобных членов и деления на 
объем dV = dxdydz, окончательно получим 

ݔ௫߲ߪ߲  + ߲߬௫௬߲ݕ + ߲߬௫௭߲ݖ + ܺ = 0. 
 

Аналогично можно составить уравнения проекций на оси у и z. Таким 
образом, получаем три дифференциальных уравнения равновесия: 
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ݔ௫߲ߪ߲ + ߲߬௫௬߲ݕ + ߲߬௫௭߲ݖ + ܺ = 0,  ߲߬௬௫߲ݔ + ݕ௬߲ߪ߲ + ߲߬௬௭߲ݖ + ܻ = 0, (1.1)߲߬௭௫߲ݔ + ߲߬௭௬߲ݕ + ݖ௓߲ߪ߲ + ܼ = 0.  

 
Составляя уравнения моментов относительно осей x, у, z получаем три 

равенства: 
 ߬௫௬ = ߬௬௫;			߬௫௭ = ߬௭௫; ߬௬௭ = ߬௭௬, (1.2)
 

представляющие закон парности касательных напряжений. На основании 
соотношений (1.2) имеем вместо девяти только шесть независимых напря-
жений в каждой точке тела. 
 
 
1.1.3. Напряжения на наклонных площадках. Условия на поверхности.  
 

Для исследования напряженного состояния в любой точке тела необ-
ходимо уметь определять напряжения на произвольной площадке, накло-
ненной к координатным осям. Положение в пространстве элементарной 
площадки abc(рис. 1.5), определяется нормалью ν, направляющие косину-
сы которой 
 

cos(x, ν) = l;   cos(y, ν) = m;   cos(z, ν) = n. 
 

Наклонная площадка abc вместе с координатными площадками 0аb, 
0bc, 0ca образует элементарный тетраэдр. Обозначим площадь грани 
abc через dF; тогда площади остальных граней тетраэдра определим как 
проекции площади грани abc на соответствующие координатные плоско-
сти: пл. Obc = ldF, пл. Oca = mdF, пл. Oab = ndF. Напряжения на наклон-
ной площадке abc обозначим Хν, Yν, Zν. Рассмотрим равновесие выделенно-
го тетраэдра. Проектируя все силы на ось x, получаем 
 ܺఔ݀ܨ − ܨ௫݈݀ߪ − ߬௫௬݉݀ܨ − ߬௫௭݊݀ܨ + ܸܺ݀ = 0. (1.3)
 

Здесь dV − объем тетраэдра, X− составляющая объемной силы. Вели-
чина dF имеет второй порядок малости, a dV − третий порядок. Поэтому 
последним членом в уравнении (1.3) можно пренебречь. Тогда получаем 

 ܺఔ = ௫݈ߪ + ߬௫௬݉ + ߬௫௭݊. 
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Рис. 1.5. Элементарный тетраэдр 
 
 

Составляя уравнения проекций всех сил, действующих на тетраэдр 
Oabc, на оси yи z, получаем еще два уравнения. Таким образом, приходим 
к следующим трем уравнениям равновесия элементарного тетраэдра: 

 ܺఔ = ௫݈ߪ + ߬௫௬݉ + ߬௫௭݊;  ఔܻ = ߬௫௬݈ + ௬݉ߪ + ߬௬௭݊; (1.4)ܼఔ = ߬௭௫݈ + ߬௭௬݉ +   ௓݊ߪ
 
Уравнения (1.4) позволяют определить напряжения ܺఔ, ఔܻ, ܼఔ на на-

клонной площадке с нормалью v. 
Если площадка abc совпадает с поверхностью тела, то напряжения ܺఔ, ఔܻ, ܼఔ соответствуют составляющим поверхностных сил. В этом слу-

чае уравнения (1.4) называются условиями на поверхности тела. 
Они связывают внешние силы с внутренними. Удовлетворение уравне-
ниям (1.1) и (1.4) является необходимым и достаточным условием равно-
весия всего тела под действием заданных внешних сил. 
 
 
1.1.4.Перемещения и деформации.  
Уравнения неразрывности деформаций.  
 

Рассмотрим твердое тело и внутри его некоторую точку А с координа-
тами х. у, z (рис. 1.6). Под действием внешних сил точка A переместится в 
новое положение A1 с координатами xl, y1, z1. Вектор ΑΑ1называется векто-
ром перемещения точки А. Различают два вида перемещений: перемеще-
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ния всего тела как единого целого без его деформирования и перемещение, 
связанное с деформированием тела. Будем считать, что рассматриваемое 
тело закреплено так, чтобы оно не могло перемещаться как абсолютно 
твердое тело. Обозначим проекции вектора перемещения точки А на коор-
динатные оси через u, v, и w. Имеем 

 ࢛ = ࢞૚ − ࢞; 		࢜ = ࢟૚ − ࢟; 		࢝ = ૚ࢠ −  .ࢠ
 

 
 

Рис.1.6. Возможное перемещение точки А тела 
 
 

Величины u, v, w являются функциями координат: 
ݑ  = ,ݔ)ݑ ,ݕ ,(ݖ ݒ = ,ݔ)ݒ ,ݕ ,(ݖ ݓ = ,ݔ)ݓ ,ݕ  .(ݖ
 

Так как разные точки тела имеют различные перемещения, то тело 
испытывает деформацию. Элементарный параллелепипед с ребрами dx, dy, 
dz, выделенный из упругого тела около точки А, вследствие различных пе-
ремещений его точек деформируется таким образом, что изменяется длина 
его ребер и искажаются первоначально прямые углы между гранями. На 
рис. 1.7 изображены два ребра этого параллелепипеда: ребро АВ, парал-
лельное оси х, и ребро АС, параллельное оси z. После деформирования 
точки А, В, С займут новые положения:А1, В1, С1. 

Проекция абсолютного удлинения ребра АВ на ось х 
 Δܤܣ = ൬ݑ + ݔ߲ݑ߲ ൰ݔ݀ − ݑ = ݔ߲ݑ߲  .ݔ݀
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Относительное· удлинение вдоль оси x 
௫ߝ  = Δܤܣܤܣ =  ݔ߲ݑ߲
 

называется линейной деформацией по направлению оси х. 
Аналогично найдем линейные деформации по направлениям осей y и z: 

௬ߝ  = ݕ߲ݒ߲ ௭ߝ				; = ݖݓ߲߲ . 
Далее, имеем 

ଵߙ݃ݐ  = ቀݓ + డ௪డ௫ ቁݔ݀ − ݔ݀ݑ + డ௨డ௫ ݔ݀ = డ௪డ௫1 + డ௨డ௫ =
డ௪డ௫1 + ௫ߝ . 

 
 

 
 

Рис. 1.7. Линейные деформации по направлениям осей 
 
 

Ограничиваясь рассмотрением только малых деформаций, можно по-
ложить ߙ݃ݐଵ = -௫ввиду малости ее по сравнеߝ ଵи пренебречь величинойߙ
нию с единицей. Тогда ߙଵ = ݓ߲ ⁄ݔ߲ . Аналогично находим угол поворота 
ребра АС в той же плоскости: ߙଶ = ݑ߲ ⁄ݖ߲ . Угол сдвига в плоскости x0z, 
т.е. искажение прямого угла ВАС, называется угловой деформацией и оп-
ределяется как сумма углов поворота ребер АВ и АС: 



140 
 

௭௫ߛ = ଵߙ + ଶߙ = ݔ߲ݓ߲ +  ݖ߲ݑ߲
 

Аналогично найдем угловые деформации в двух других координат-
ных плоскостях: 

௫௬ߛ  = ݕ߲ݑ߲ + ݔ߲ݒ߲ ௬௭ߛ					; = ݖ߲ݒ߲ +  .ݕ߲ݓ߲
 

Таким образом, имеем шесть геометрических соотношений, связы-
вающих деформации и перемещения 

௫ߝ  = ݔ߲ݑ߲ ; ௫௬ߛ = ݕ߲ݑ߲ + ݔ߲ݒ߲ ௬ߝ ; = ݕ߲ݒ߲ ; ௬௭ߛ = ݖ߲ݒ߲ + ݕ߲ݓ߲ ௭ߝ(1.5) ; = ݖݓ߲߲ ; ௭௫ߛ = ݔ߲ݓ߲ +  .ݖ߲ݑ߲
 

Выражения (1.5) иногда называют уравнениями Коши. Положитель-
ным линейным деформациям отвечают удлинения по соответствующим 
направлениям, а отрицательным − укорочения. Положительным угловым 
деформациям соответствует уменьшение углов между положительными 
направлениями осей, а отрицательным − увеличение тех же углов. 

Рассмотрим элементарный параллелепипед объемом dV = dxdydz. По-
сле деформации его объем будет 

 ݀ ଵܸ = (1 + ൫1ݔ݀(௫ߝ + 1)ݕ௬൯݀ߝ +  .ݖ݀(௭ߝ
 

Раскрывая скобки и пренебрегая произведениями линейных деформа-
ций, получаем ݀ ଵܸ = ൫1 + ௫ߝ + ௬ߝ +  .௭൯ܸ݀ߝ

 
Относительное изменение объема 

ߠ  = ݀ ଵܸ − ܸܸ݀݀ = ௫ߝ + ௬ߝ +  .௭ߝ
 

Окончательно, имеем 
ߠ  = ௫ߝ + ௬ߝ + ௭ߝ = ݔ߲ݑ߲ + ݕ߲ݒ߲ + ݖݓ߲߲ . (1.6)



141 
 

По формуле (1.6) можно определить объемную деформацию ߠ. Пере-
мещение данной точки упругого тела определяется тремя функциями: u, v, 
w,а деформация в данной точке определяется шестью функциями: ߝ௫, ,௬ߝ ,௭ߝ ,௫௬ߛ ,௬௭ߛ -௭௫. Если будут заданы перемещения u, v, w,то по формуߛ
лам (1.5) можно однозначно определить все шесть деформаций. Однако 
шесть составляющих деформаций нельзя задать произвольно; между ними 
должны существовать какие-то зависимости. Число этих зависимостей 
равно шести, и делятся они на две группы.  

Первая группа. Продифференцируем выражения для ߝ௫, -௬ из уравߝ
нений (1.5) следующим образом: 

 ߲ଶߝ௫߲ݕଶ = ߲ଷݕ߲ݔ߲ݑଶ ; ߲ଶߝ௬߲ݔଶ = ߲ଷݔ߲ݒଶ߲ݕ. 
 

Складывая эти уравнения почленно, получаем 
 ߲ଶߝ௫߲ݕଶ + ߲ଶߝ௬߲ݔଶ = ߲ଶ߲ݕ߲ݔ ൬߲ݕ߲ݑ + ൰ݔ߲ݒ߲ = ߲ଶߛ௫௬߲ݕ߲ݔ . 
 

Делая в этом выражении круговую подстановку букв, получим два 
других равенства. Это приводит нас к первой группе зависимостей: 

 ߲ଶߝ௫߲ݕଶ + ߲ଶߝ௬߲ݔଶ = ߲ଶߛ௫௬߲ݕ߲ݔ ;  ߲ଶߝ௬߲ݖଶ + ߲ଶߝ௭߲ݕଶ = ߲ଶߛ௬௭߲ݖ߲ݕ ; (1.7)߲ଶߝ௭߲ݔଶ + ߲ଶߝ௫߲ݖଶ = ߲ଶߛ௭௫߲ݔ߲ݖ .  

 
Вторая группа.Дифференцируем выражения для угловых деформа-

ций из (1.5) следующим образом: 
ݔ௬௭߲ߛ߲  = ߲ଶݔ߲ݕ߲ݓ + ߲ଶݔ߲ݖ߲ݒ ; 
ݕ௭௫߲ߛ߲  = ߲ଶݕ߲ݖ߲ݑ + ߲ଶݕ߲ݔ߲ݓ ; 
ݖ௫௬߲ߛ߲  = ߲ଶݖ߲ݔ߲ݒ + ߲ଶݖ߲ݕ߲ݑ 
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Изменим знаки первого из этих уравнений и затем их все почленно 
сложим: 

ݕ௭௫߲ߛ߲  + ݖ௫௬߲ߛ߲ − ݔ௬௭߲ߛ߲ = 2 ߲ଶݖ߲ݕ߲ݑ. 
 

Продифференцируем по х еще раз это уравнение и, замечая, что 
 ߲ଷݖ߲ݕ߲ݔ߲ݑ = ߲ଶߝ௫߲ݖ߲ݕ 

 
Получим 

ݔ߲߲  ቆ߲ߛ௭௫߲ݕ + ݖ௫௬߲ߛ߲ − ݔ௬௭߲ߛ߲ ቇ = 2 ߲ଶߝ௫߲ݖ߲ݕ. 
 

Делая в этом уравнении круговую подстановку букв, получим еще два 
уравнения подобного вида. Это приводит нас ко второй группе зависимо-
стей: 

ݔ߲߲  ቆ߲ߛ௭௫߲ݕ + ݖ௫௬߲ߛ߲ − ݔ௬௭߲ߛ߲ ቇ = 2 ߲ଶߝ௫߲ݖ߲ݕ ݕ߲߲  ; ቆ߲ߛ௫௬߲ݖ + ݔ௬௭߲ߛ߲ − ݕ௭௫߲ߛ߲ ቇ = 2 ߲ଶߝ௬߲ݔ߲ݖ ݖ߲߲(1.8) ; ቆ߲ߛ௬௭߲ݔ + ݕ௭௫߲ߛ߲ − ݖ௫௬߲ߛ߲ ቇ = 2 ߲ଶߝ௭߲ݕ߲ݔ.  

 
Необходимость уравнений (1.7) и (1.8) можно обосновать и гео-

метрически. Представим себе упругое тело разрезанным на малые парал-
лелепипеды. Если каждый из этих параллелепипедов получит произволь-
ные деформации, то из отдельных деформированных параллелепипедов не 
удается вновь сложить непрерывное твердое тело: в некоторых точках по-
сле деформирования возникнут бесконечно малые разрывы. Уравнения 
(1.7) и (1.8) устанавливают такие зависимости между составляющими де-
формации, при удовлетворении которым тело и после деформирования ос-
тается сплошным, или непрерывным. Поэтому уравнения (1.7) и (1.8) мож-
но рассматривать как следствие допущения о сплошности тела. Они назы-
ваются уравнениями неразрывности деформаций Сен-Венана. 
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1.1.5. Тензоры напряжений и деформаций. 
Обобщенный закон Гука 
 

Как установлено выше, девять составляющих напряжения полностью 
определяют напряженное состояние в точке. Девять составляющих ߪ௫, ,௬ߪ ,௭ߪ ߬௫௬, ߬௬௭, ߬௭௬определяют тензор напряжений и называются компо-
нентами тензора напряжений. Тензор напряжений записывается в виде 
матрицы 

 

ఙܶ = ൝ ௫ߪ ߬௫௬ ߬௫௭߬௬௫ ௬ߪ ߬௬௭߬௭௫ ߬௭௬ ௓ߪ ൡ. 
 

Па основании закона парности касательных напряжений компоненты 
тензора напряжений, расположенные симметрично относительно главной 
диагонали, равны между собой, поэтому тензор напряжений ఙܶявляется 
симметричным. 

Суммой двух тензоров является новый тензор, компоненты которого 
представляют собой сумму соответствующих компонентов слагаемых тен-
зоров. Произведением тензора на скаляр λявляется новый тензор, компо-
ненты которого в λраз больше соответствующих компонентов умножаемо-
го тензора. 

Тензор напряжений ఙܶв каждой точке тела можно представить в виде 
суммы двух тензоров: шарового тензора напряжений ఙܶ଴ и девиатора на-
пряжений ܦఙ,т.е. 

 ఙܶ = ఙܶ଴ + ఙ, (1.9)ܦ
 

где	
ఙܶ଴ = ቐߪ௫ 0 00 ௬ߪ 00 0 ௓ቑߪ ; 

ఙܦ  = ൝ߪ௫ − ଴ߪ ߬௫௬ ߬௫௭߬௬௫ ௬ߪ − ଴ߪ ߬௬௭߬௭௫ ߬௭௬ ௓ߪ − ଴ൡߪ ; 
଴ߪ  = 13 ൫ߪ௫ + ௬ߪ +  .௭൯ߪ
 

Аналогично тензору напряжений, для описания деформированного 
состояния в точке можно записать тензор деформаций 
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ఌܶ = ۔ۖەۖ
ۓ ௫ߝ 12 ௫௬ߛ 12 ௫௭12ߛ ௬௫ߛ ௬ߝ 12 ௬௭12ߛ ௭௫ߛ 12 ௭௬ߛ ௭ߝ ۙۘۖ

ۖۗ. 
 

Тензор деформаций ఌܶ можно разложить на шаровой тензор деформа-
ций ఌܶ଴и девиатор деформаций ܦఌ, т.е. 

 ఌܶ = ఌܶ଴ + ఌ, (1.10)ܦ
 

где 

ఌܶ଴ = ൝ߝ଴ 0 00 ଴ߝ 00 0 ଴ൡߝ ; 
 

ఌܦ = ۔ۖەۖ
௫ߝۓ − ଴ߝ ଵଶ ௫௬ߛ ଵଶ ௫௭ଵଶߛ ௬௫ߛ ௬ߝ − ଴ߝ ଵଶ ௬௭ଵଶߛ ௭௫ߛ ଵଶ ௭௬ߛ ௭ߝ − ଴ۙۘۖߝ

ۖۗ
, 

଴ߝ  = 13 ൫ߝ௫ + ௬ߝ + ௭൯ߝ =  .ߠ13
 

Разложение тензора напряжений и тензора деформаций на шаровой 
тензор и девиатор (формулы (1.9) и (1.10)) имеет большое принципиальное 
значение при исследовании поведения упругих и пластических тел под на-
грузкой. 

При испытании стержня на растяжение установлена пропорциональ-
ность между нормальным напряжением и линейной деформацией в одном 
направлении: 

ߝ  = (1.11) ,ܧߪ

 
называемая законом Гука. Здесь Е− модуль продольной упругости. Также 
экспериментально установлен закон, связывающий линейные деформации 
в продольном и поперечном направлениях: 

ᇱߝ  = (1.12) ,ߝߥ−
 

где ߥ ‒ коэффициент Пуассона. 



145 
 

При чистом сдвиге существует пропорциональность между касатель-
ным напряжением и угловой деформацией  
ߛ  = ,ܩ߬ ܩ = 1)2ܧ + (1.13) ,(ߥ

 
где G‒ модуль сдвига. 

Чтобы установить зависимости между составляющими деформации и 
напряжений при объемном напряженном состоянии, выделим из тела эле-
ментарный параллелепипед (рис. 1.3). Определим полное относительное 
удлинение ребра, параллельного напряжению ߪ௫. Используя принцип неза-
висимости действия сил и формулы (1.11) и (1.12), получаем 

௫ߝ  = ܧ௫ߪ − ߥ ܧ௬ߪ − ߥ ܧ௭ߪ , 
 

или 
௫ߝ  = ܧ1 ௫ߪൣ − ௬ߪ)ߥ +  .௭)൧ߪ
 

Аналогично можно найти линейные деформации по направлениям y и 
z. Таким образом, имеем 

௫ߝ  = ܧ1 ௫ߪൣ − ௬ߪ)ߥ +   ௭)൧ߪ

௬ߝ = ܧ1 ௬ߪൣ − ௭ߪ)ߥ + ௫)൧ (1.14)ߪ

௭ߝ = ܧ1 ௭ߪൣ − ௫ߪ)ߥ +   ௬)൧ߪ

 
Связь между угловыми деформациями и касательными напряжения-

ми, согласно закону Гука при сдвиге (1.13), можно представить независимо 
для каждой из трех плоскостей, параллельных координатным плоскостям: 

௫௬ߛ  = ߬௫௬ܩ ௬௭ߛ ; = ߬௬௭ܩ ௭௫ߛ ; = ߬௭௫ܩ . (1.15)
 
Формулы (1.14) и (1.15) выражают линейную зависимость между со-

ставляющими деформации и напряжений в изотропном упругом теле и на-
зываются законом Гука. 

При решении задач часто бывает необходимо иметь выражения со-
ставляющих напряжений через составляющие деформаций. Складывая по-
членно формулы (1.14), находим 
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௫ߝ + ௬ߝ + ௭ߝ = 1 − ܧߥ2 ൫ߪ௫ + ௬ߪ + ௭൯. (1.16)ߪ

Так как  
ߠ  = ௫ߝ + ௬ߝ + ;௭ߝ ଴ߪ = 13 ൫ߪ௫ + ௬ߪ +  ,௭൯ߪ
 
то формула (1.16) принимает вид 

ߠ  = ૜1 − ܧߥ2  .଴ߪ
 

Вводя модуль объемного расширения K,получаем: 
଴ߪ  = ;ߠܭ ܭ = 1)3ܧ − (1.17) .(ߥ2

 
т.е. среднее напряжение ߪ଴ в точке пропорционально объемной деформа-
ции. 

Введем обозначения 
ߣ  = 1)ߥܧ + 1)(ߥ − (ߥ2 ; ߤ = 1)2ܧ +  (ߥ
 

Величины ߣ и ߤназываются постоянными Ламе. Видно, чтоμ= G. Ре-
шая уравнения (1.14) относительно напряжений, находим 
௫ߪ  = ߠߣ + ௬ߪ  ;௫ߝߤ2 = ߠߣ + ௭ߪ௬; (1.18)ߝߤ2 = ߠߣ +   .௭ߝߤ2
 

Из формул (1.15), имеем 
 ߬௫௬ = ௫௬; ߬௬௭ߛߤ = ௬௭ ߬௭௫ߛߤ = ௭௫ (1.19)ߛߤ
 

Формулы (1.18) и (1.19) называют обратной формой закона Гука. 
Можно показать, что девиатор напряжений пропорционален девиато-

ру деформаций, т.е. ܦఙ = ఌ (1.20)ܦܩ2
 

Так как девиатор деформаций характеризует только ту часть дефор-
мации, которая связана с изменением формы тела, к уравнению (1.20) сле-
дует добавить закон Гука для объемной деформации (1.17). 
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Таким образом, обобщенный закон Гука выражается двумя равенст-
вами: тензорным (1.20) и скалярным (1.17) с двумя упругими постоянными 
2Gи К. Зависимость (1.17) называется законом изменения объема, а зави-
симость (1.20) ‒ законом изменения формы. 
 
 
1.2.6. Задача теории упругости в перемещениях. 
Решение Папковича-Нейбера 
 

Решение задач теории упругости можно вести различными способами 
в зависимости от того, какие величины приняты за основные неизвестные. 

а) решение в перемещениях, когда за неизвестные приняты три ком-
поненты вектора перемещений: u, v, w; 

б) решение в напряжениях, когда за неизвестные приняты шесть ком-
понент тензора напряжений: ߪ௫, ,௬ߪ	 ,௭ߪ	 	߬௫௬, 	߬௬௭, 	߬௭௫. 

Рассмотрим сначала решение в перемещениях. Возьмем первое диф-
ференциальное уравнение равновесия (1.1) 

ݔ௫߲ߪ߲  + ߲߬௫௬߲ݕ + ߲߬௫௭߲ݖ + ܺ = 0, (1.21)

 
Из формул закона Гука (1.18) и (1.19) имеем 
௫ߪ  = ߠߣ + ௫; ߬௫௬ߝߤ2 = ௫௬; ߬௫௭ߛߤ = ௭௫ (1.22)ߛߤ
 
Далее используем выражения (1.5) 
௫ߝ  = ݔ߲ݑ߲ ௫௬ߛ ; = ݕ߲ݑ߲ + ݔ߲ݒ߲ ௭௫ߛ ; = ݔ߲ݓ߲ +  ݖ߲ݑ߲

(1.23)

 
Подставляя (1.23) в (1.22), находим 

௫ߪ  = ߠߣ + ߤ2 ݔ߲ݑ߲ ; ߬௫௬ = ߤ ൬߲ݕ߲ݑ + ൰ݔ߲ݒ߲ ; ߬௫௭ = ߤ ൬߲ݔ߲ݓ + ൰ݖ߲ݑ߲ ; (1.24)

 
С использованием (1.24), уравнение (1.21) принимает вид 

ߣ  డఏడ௫ + ቀ2 డమ௨డ௫మ + డమ௨డ௬మ + డమ௩డ௫డ௬ + డమ௨డ௭మ + డమ௪డ௫డ௭ቁ + ܺ = 0.            (1.25) 
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Введем обозначение 
 ∇ଶݑ = ߲ଶݔ߲ݑଶ + ߲ଶݕ߲ݑଶ + ߲ଶݖ߲ݑଶ. 
 

Этот дифференциальный оператор называется оператором Лапласа 
над функцией u(x, y, z) и читается “набла два u". Тогда уравнение 
(1.25)можно переписать так: 

ߣ  ݔ߲ߠ߲ + ݑଶ∇ߤ + ߤ ݔ߲߲ ൬߲ݔ߲ݑ + ݕ߲ݒ߲ + ݖݓ߲߲ ൰ + ܺ = 0. (1.26)

 
Так как ߠ = డ௨డ௫ + డ௩డ௬ + డ௪డ௭ , то уравнение (1.26) принимает такой окон-

чательный вид: 
ߣ)  + (ߤ ݔ߲ߠ߲ + ݑଶ∇ߤ + ܺ = 0. 
 
Аналогично преобразуем и два других дифференциальных уравнения 

равновесия (1.1). Таким образом, получаем систему уравнений для реше-
ния задачи теории упругости в перемещениях: 

ߣ)  + (ߤ ݔ߲ߠ߲ + ݑଶ∇ߤ + ܺ = 0,  

ߣ) + (ߤ ݕ߲ߠ߲ + ݒଶ∇ߤ + ܻ = 0, (1.27)

ߣ) + (ߤ ݖ߲ߠ߲ + ݓଶ∇ߤ + ܼ = 0.  

 
Эти дифференциальные уравнения называются уравнениями Ламе. В 

случае необходимости можно и условия на поверхности тела (1.4) также 
выразить через перемещения. 

Для отыскания компонент вектора перемещения u, v, w необходимо 
проинтегрировать три уравнения равновесия Ламе (1.27) и удовлетворить 
соответствующим условиям на поверхности тела. 

Трудность отыскания частных решений системы уравнений теории 
упругости в перемещениях (1.27) обусловлена тем, что каждая из искомых 
функций u, v, w входит во все три уравнения (1.27). Эта трудность устра-
нена в предложенном П.Ф. Папковичем и Г.Нейбером представлении пе-
ремещений через гармонические функции[102]. Этим достигается возмож-
ность использования хорошо известных частных решений уравнения Лап-
ласа, а иногда даже удается привести задачу теории упругости, если не це-
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ликом, то частично, к одной из классических задач теории гармонических 
функций. 

Как известно, функция f(x, y, z) называется гармонической, если она 
удовлетворяет уравнению Лапласа 

 ∇ଶ݂ = 0. 
 

Три уравнения (1.27) можно заменить одним векторным уравнением 
ߣ)  + ݀ܽݎ݃(ߤ ݒ݅݀ ܝ + ܝଶ∇ߤ = 0 (1.28)
 

где ܝ−и вектор перемещений. В уравнении (1.28) предполагается, что объ-
емная сила равна нулю. 

Можно показать, что 
ߣ  + ߤߤ = 11 −  ,ߥ2
 
где ߥ− коэффициент Пуассона. Тогда уравнение (1.28) примет вид 
 11 − ߥ2 ݀ܽݎ݃ ݒ݅݀ ܝ + ∇ଶܝ = 0. (1.29)

 
Решение уравнения (1.29) разыскиваем в такой форме: 

ܝ  = 4(1 − ۰(ߥ + ݀ܽݎ݃ ߯, (1.30)
 
где В − гармонический вектор, т.е. 
 ∇ଶ۰ = 0. (1.31)
 

Имеем ݀݅ݒ	ܝ = 4(1 − ۰	div(ߥ + ∇ଶ߯, ݃݀ܽݎ	ݒ݅݀	ܝ = grad[4(1 − ۰	div(ߥ + ∇ଶ߯], 
 

так как ݀݅ݒ	݀ܽݎ݃	߯ = ∇ଶ߯. 
 

Учитывая уравнение (1.31) приходим к соотношению 
 grad[2div	۰ + ∇ଶ߯] = 0, 
 
которому можно удовлетворить, подчинив выбор функции ߯ уравнению  
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∇ଶ߯ = −2div	۰. 
 

Общее решение этого уравнения имеет вид 
 ߯ = ܀)− ∙ ۰ + ଴), (1.32)ܤ
 
где R− вектор-радиус, ܤ଴− произвольный гармонический скаляр. 

Подставляя выражение (1.32) в формулу (1.30), получаем представле-
ние Папковича-Нейбера 
ܝ  = 4(1 − ۰(ߥ − grad(܀ ∙ ۰ + .(଴ܤ (1.33)
 

Формула (1.33) выражает вектор перемещений ܝ через четыре гармо-
нические функции. 
 
 
1.2.7. Задача теории упругости в напряжениях.  
Типы граничных условий на поверхности тела  
 

Ограничимся рассмотрением случаев, когда объемные силы постоянны 
по всему объему тела или равны нулю. При решении задачи теории упруго-
сти в напряжениях за неизвестные принимают шесть компонентов тензора 
напряжений ߪ௫, ,௬ߪ ,௭ߪ ߬௫௬, ߬௬௭, ߬௭௫. Для их отыскания трех уравнений равно-
весия (1.1) недостаточно и поэтому еще нужно добавить уравнения нераз-
рывности деформаций которые следует выразить через напряжения.  

Подставляя в уравнения неразрывности деформаций (1.7) в (1.8) выраже-
ния для деформаций (1.14) и (1.15) и используя дифференциальные уравнения 
равновесия (1.1), после соответствующих преобразований, получаем: 
 (1 + ௫ߪଶ∇(ߥ + ߲ଶΘ߲ݔଶ = 0,  

(1 + ௬ߪଶ∇(ߥ + ߲ଶΘ߲ݕଶ = 0,  

(1 + ௭ߪଶ∇(ߥ + ߲ଶΘ߲ݖଶ = 0,  

(1 + ଶ߬௫௬∇(ߥ + ߲ଶΘ߲ݕ߲ݔ = 0, (1.34)

(1 + ଶ߬௬௭∇(ߥ + ߲ଶΘ߲ݖ߲ݕ = 0,  

(1 + ଶ߬௭௫∇(ߥ + ߲ଶΘ߲ݔ߲ݖ = 0,  Θ = ௫ߪ + ௬ߪ + ௭ߪ =   .଴ߪ3
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Уравнения (1.34) называют уравнениями Бельтрами. Таким образом, 
при решении задачи теории упругости в напряжениях необходимо исполь-
зовать три дифференциальных уравнения равновесия (1.1) и шесть уравне-
ний неразрывности, выраженных через напряжения (1.34). 

Решение задачи теории упругости сводится к интегрированию систе-
мы дифференциальных уравнений в частных производных. К этим уравне-
ниям необходимо еще добавить условия на поверхности тела. На поверх-
ности тела могут быть заданы или внешние поверхностные силы или пе-
ремещения. В зависимости от этого различают три типа краевых задач. 

Первая краевая задача − кинематическая. В этом случае задают урав-
нение поверхности и значения перемещений на этой поверхности. 

Вторая краевая задача − статическая. В этом случае задают уравнение 
поверхности, направляющие косинусы нормали к поверхности и значения 
составляющих поверхностных нагрузок. 

Третья краевая задача − смешанная. В этом случае на одной части по-
верхности тела задают кинематические условия, а на другой − статические. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 
 
 

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
 
2.1. Плоская деформация и обобщенное плоское  
напряженное состояние 
 

Все уравнения теории упругости значительно упрощаются в тех слу-
чаях, когда задачу можно свести к отысканию функций только двух пере-
менных, например x и y. 

В упругом теле возникает плоская деформация, если перемещения 
происходят только параллельно одной из координатных плоскостей, на-
пример плоскости х0у: 
ݑ  = ,ݔ)ݑ ݒ ;(ݕ = ,ݔ)ݒ ;(ݕ ݓ = 0. (2.1)
 

Такие перемещения возникают в длинном призматическом или ци-
линдрическом теле, продольная ось которого параллельна оси 0x, при дей-
ствии нагрузки, перпендикулярной этой оси и постоянной вдоль нее. Близ-
кими к этому случаю являются задачи о длинной подпорпой стенке или 
плотине (рис.2.1) при условии, что нагрузка не меняется вдоль оси 0z. 

Подставляя перемещения (2.1) в уравнения (1.5), получаем: 
௫ߝ  = ,ݔ)௫ߝ ;(ݕ ௭ߝ = 0; ௬ߝ  = ,ݔ)௬ߝ ;(ݕ ௬௭ߛ = ௫௬ߛ(2.2) ;0 = ,ݔ)௫௬ߛ ;(ݕ ௭௫ߛ = 0.  
 

 
В этом случае дефор-

мации возникают только в 
плоскостях, параллельных 
плоскости х0у. Так как ߝ௭ = 0, то из третьей фор-
мулы (2.14) имеем 

௭ߪ  = ௫ߪ൫ߥ +  ௬൯.    (2.3)ߪ
 

Подставляя (2.3) в 
первые две формулы 
(2.14), находим: 

 

 
Рис. 2.1. Тонкая пластинка 
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௫ߝ = 1 − ܧଶߥ ቀߪ௫ − 1ߥ − ߥ   ,௬ቁߪ

௬ߝ = 1 − ܧଶߥ ቀߪ௬ − 1ߥ − ߥ ௫ቁ. (2.4)ߪ

 
Формула для γ, остается прежней 
௫௬ߛ  = 2(1 + ܧ(ߥ ߬௫௬. (2.5)

 
Из анализа формул (2.2), (2.3) и (2.18), (2.19) следует, что  
௫ߪ  = ,ݔ)௫ߪ ௬ߪ ;(ݕ = ,ݔ)௬ߪ ௭ߪ ;(ݕ = ,ݔ)௭ߪ ௫௬߬ ;(ݕ = ߬௫௬(ݔ, ௬௭߬ ;(ݕ = 0; ߬௭௫ = 0. 
 
При плоской деформации основные уравнения теории упругости уп-

рощаются. Из дифференциальных уравнений равновесия (2.1) остаются 
только два: 

ݔ௫߲ߪ߲  + ߲߬௫௬߲ݕ + ܺ = 0, ߲߬௬௫߲ݔ + ݕ௬߲ߪ߲ + ܻ = 0, (2.6)

 
Из условий на поверхности (2.4) остаются также только два: 
 ܺఔ = ௫݈ߪ + ߬௫௬݉; ఔܻ = ߬௫௬݈ + ௬݉. (2.7)ߪ
 
Шесть геометрических соотношений Коши(2.5) сводятся к трем: 
௫ߝ  = ݔ߲ݑ߲ ௬ߝ ; = ݕ߲ݒ߲ ௫௬ߛ ; = ݕ߲ݑ߲ +  ݔ߲ݒ߲

(2.8)

 
Из шести уравнений неразрывности деформаций(2.7), (2.8) остается 

только одно: 
 ߲ଶߝ௫߲ݕଶ + ߲ଶߝ௬߲ݔଶ = ߲ଶߛ௫௬߲ݕ߲ݔ ; (2.9)

 
Из шести формул закона Гука (2.14), (2.15) остаются только три, а 

именно формулы (2.4) и (2.5). 
В задаче о тонкой пластинке, нагруженной по боковой поверхности 

силами, параллельными ее основаниям и равномерно распределенными по 
толщине (рис. 2.1), возможны упрощения, аналогичные упрощениям в за-
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даче о плоской деформации. В этом случае, называемом обобщенным пло-
ским напряженным состоянием, напряжения ߪ௭, ߬௬௭, ߬௫௭ на основаниях пла-
стинки равны нулю. Так как пластинка тонкая, то можно считать, что эти 
напряжения равны нулю и по всему объему пластинки. По той же причине 
остальные напряжения можно считать постоянными по толщине пластин-
ки, т.е. не зависящими от координаты z. Таким образом, возникает прибли-
зительно следующее напряженное состояние: 

 σ୶ = σ୶(x, y); σ୷ = σ୷(x, y); τ୶୷ = τ୶୷(x, y); 
௭ߪ  = 0; ߬௬௭ = 0 ߬௭௫ = 0. 
 

На основании третьей формулы (2.14) 
௭ߝ  = ܧߥ ൫ߪ௫ +  ,௬൯ߪ
 

т.е. деформация ߝ௭не равна нулю. 
При этих предположениях основные уравнения плоской деформа-

ции − дифференциальные уравнения равновесия (2.6), условия на поверх-
ности (2.7), геометрические соотношения Коши (2.8) и уравнение нераз-
рывности деформаций (2.9) − сохраняют такой же вид и в задаче об обоб-
щенном плоском напряженном состоянии. А формулы закона Гука прини-
мают вид: 
௫ߝ  = ܧ1 ൫ߪ௫ −   ,௬൯ߪߥ

௬ߝ = ܧ1 ൫ߪ௬ − ௫൯, (2.10)ߪߥ

௫௬ߛ = 2(1 + ܧ(ߥ ߬௫௬ 
 

 
Таким образом, при решении задач о плоской деформации и обоб-

щенном плоском напряженном состоянии можно пользоваться одними и 
теми же уравнениями и объединить обе задачи в одну: плоскую задачу 
теории упругости. 
 
 
2.2. Решение плоской задачи в напряжениях. 
Функция напряжений 
 

Решение плоской задачи теории упругости в напряжениях сводится к 
отысканию трех неизвестных функций ߪ௫(ݔ, ,(ݕ ,ݔ)௬ߪ ,(ݕ ߬௫௬(ݔ, -Для это .(ݕ



155 
 

го имеются два дифференциальных уравнения равновесия (2.6). К ним сле-
дует добавить уравнение неразрывности деформаций (2.9), заменив в нем 
деформации на напряжения по формулам (2.10). Имеем 

 ଵா ቀడమఙೣడ௬మ − ߥ డమఙ౯డ௬మ + డమఙ೤డ௫మ − ߥ డమఙೣడ௫మ ቁ = ଶ(ଵାఔ)ா డమఛೣ೤డ௫డ௬ .            (2.11) 
 

Первое уравнение равновесия (2.6) продифференцируем по х, а второе 
– по у, и почленно сложим. Считая объемные силы постоянными, найдем 
 2 ߲ଶ߬௫௬߲ݕ߲ݔ = −ቆ߲ଶߪ௫߲ݔଶ + ߲ଶߪ୷߲ݕଶ ቇ. 
 

Подставляя это выражение в (2.11), получаем 
 ߲ଶ߲ݔଶ ൫ߪ௫ + ௬൯ߪ + ߲ଶ߲ݕଶ ൫ߪ௫ + ௬൯ߪ = 0, 

или короче ∇ଶ൫ߪ௫ + ௬൯ߪ = 0. (2.12)
 

Таким образом, сумма нормальных напряжений в плоской задаче тео-
рии упругости есть гармоническая функция. Выражение (2.12) называется 
уравнением Леви. Оно выведено для обобщенного плоского напряженного 
состояния. В уравнение (2.12) не входят упругие постоянные: поэтому оно 
справедливо и в случае плоской деформации. 

Следовательно, решение плоской задачи теории упругости при посто-
янных объемных силах сводится к интегрированию трех уравнений: двух 
уравнений равновесия (2.6) и уравнения неразрывности деформаций в на-
пряжениях (2.12). Кроме того, необходимо удовлетворить и соответст-
вующим условиям на поверхности тела. 

Решение плоской задачи можно упростить, сведя ее к отысканию од-
ной функции φ(х,у), называемой функцией напряжений Эри. Ее выбирают 
так, чтобы дифференциальные уравнения равновесия обращались в тожде-
ства. Эти условия будут удовлетворены, если напряжения выразить через 
функцию Эри следующими соотношениями: 
௫ߪ  = ߲ଶ߲߮ݕଶ , ௬ߪ = ߲ଶ߲߮ݔଶ ,  

߬௫௬ = − ߲ଶ߲߮ݕ߲ݔ − ܺ௬ − ௫ܻ. (2.13)

 
Подставляя эти выражения в уравнение неразрывности деформаций 

(2.12), получаем 
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∇ଶ∇ଶ߮ = 0, (2.14)
 
или ∇ସ߮ = 0. (2.15)
 

Функция, подчиняющаяся уравнению (2.15), называется бигармониче-
ской, а уравнение (2.15) − бигармоническим уравнением. Напишем урав-
нение (2.14) в развернутом виде 
 ቆ ߲ଶ߲ݔଶ + ߲ଶ߲ݕଶቇ ቆ߲ଶ߮	߲ݔଶ + ߲ଶ߮	߲ݕଶ ቇ = 0, 
 
или, раскрывая скобки 
 ߲ଶ߮	߲ݔଶ + 2 ߲ସ߲߮ݔଶ߲ݕଶ + ߲ଶ߲߮ݕଶ = 0. (2.16)

 
Итак, плоская задача теории упругости сведена к отысканию одной 

бигармонической функции φ(x,у), удовлетворяющей заданным условиям на 
контуре. 
 
 
2.3. Плоская задача теории упругости в полярных координатах.  
Основные уравнения  
 

В полярной системе координат положение точки определяется двумя 
величинами: радиус-вектором r и полярным углом ߠ. Рассмотрим основ-
ные уравнения плоской задачи в полярных κοοрдинатах: дифференциаль-
ные уравнения равновесия, уравнение неразрывности деформаций, форму-
лы Коши и формулы обобщенного закона Гука. 

Выведем сначала дифференциальные уравнения равновесия. Для это-
го из пластинки, толщиной равной единице, выделим элемент abcd (рис. 
2.2). Стороны этого элемента имеют размеры: 

 
ab = cd = dr; ad = rdθ, bc = (r + dr)dθ.   (2.17) 

 
На рис.2.2 ߪ௥ − радиальное нормальное напряжение, ߪఏ − тангенци-

альное нормальное напряжение, ߬ఏ௥ = ߬௥ఏ − касательные напряжения; R и ߆ − составляющие объемной силы. 
Составляя уравнения проекций всех сил на оси r и θ, при этом, учиты-

вая малость угла dθ, приняв sin ቀௗఏଶ ቁ = ௗఏଶ , а	 cos ቀௗఏଶ ቁ = 1, отбросив вели-
чины третьего порядка малости и разделив все члены на rdrdθ, придем к 
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дифференциальным уравнениям равновесия плоской задачи теории упру-
гости в полярных координатах: 

ݎ௥߲ߪ߲  + ݎ1 ߲߬௥ఏ߲ߠ + ௥ߪ − ݎఏߪ + ܴ = 0,  ߲߬ఏ௥߲ݎ + ݎ1 ߠఏ߲ߪ߲ + 2߬௥ఏݎ + Θ = 0. (2.18)

 

 
 

Рис. 2.2 Компоненты напряжений в полярной системе координат 
 
 

Преобразуем к полярным координатам уравнение неразрывности де-
формаций (2.12). Имеем 

 ∇ଶ൫ߪ௫ + ௬൯ߪ = 0. 
 

В полярных координатах 
 ∇ଶ߰ = ߲ଶ߲߰ݎଶ + ݎ1 ݎ߲߲߰ + ଶݎ1 ߲ଶ߲߰ߠଶ  
 

Следовательно, уравнение неразрывности деформаций плоской задачи 
в полярных координатах имеет вид 
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ቆ ߲ଶ߲ݎଶ + ݎ1 ݎ߲߲ + ଶݎ1 ߲ଶ߲ߠଶቇ ௥ߪ) + (ఏߪ = 0. (2.19)

 
так как ߪ௫ + ௬ߪ = ௥ߪ +  .ఏߪ

При решении задач в полярных координатах также удобно вводить 
функцию напряжений߮(ݎ,  Примем, что.(ߠ
௥ߪ  = ݎ1 ݎ߲߲߮ + ଶݎ1 ߲ଶ߲߮ߠଶ ఏߪ = ߲ଶ߲߮ݎଶ , ߬௥ఏ = − ݎ߲߲ ൬1ݎ .൰ߠ߲߲߮ (2.20)

 
 

Подставляя выражения для напряжений из (2.20) в дифференциальные 
уравнения равновесия в полярных координатах при R = 0, θ = 0, убеждаем-
ся в том, что уравнения (2.18) удовлетворяются тождественно. Формулы 
(2.20) можно получить также из формул (2.13), используя формулы пере-
хода от прямоугольной к полярной системе координат (при Х = 0, Y = 0). 

Подставляя выражения (2.20) в уравнение неразрывности деформаций 
(2.19) приходим к уравнению неразрывности, выраженному через функ-
цию напряжений 

 ቆ ߲ଶ߲ݎଶ + ݎ1 ݎ߲߲ + ଶݎ1 ߲ଶ߲ߠଶቇቆ߲ଶ߲߮ݎଶ + ݎ1 ݎ߲߲߮ + ଶݎ1 ߲ଶ߲߮ߠଶቇ = 0. (2.21)

 
 
2.5. Интегральное преобразование Фурье 
 

Интегральным преобразованием называют преобразование, которое ка-
ждой функции f(x)ставит в соответствие новую функцию F(ξ) по формуле 

(ߦ)ܨ  = න ,ߦ)ܭ ୆.ݔ݀(ݔ)݂(ݔ
୅  

 
Исходная функция зависит от х, а результирующая от ξ. 

ция ߦ)ܭ, -называется ядром преобразования. Это основной элемент, от (ݔ
личающий одно преобразование от другого. Обычно ядро выбирают так, 
чтобы преобразование обладало некоторыми заданными свойствами. Пре-
делы интегрирования зависят от вида преобразования. 

Благодаря применению интегрального преобразования можно изба-
виться от частных производных по одной из независимых переменных. 
Значит, в преобразованном уравнении будет на одну переменную меньше, 
чем в исходном. Например, если применить интегральное преобразование 
Фурье по переменной х к уравнению в частных производных 
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ቆ ߲ଶ߲ݔଶ + ߲ଶ߲ݕଶቇ ,ݔ)ݑ (ݕ = 0, 
 

то получим обыкновенное дифференциальное уравнение с независимой 
переменной у. Затем, обыкновенное дифференциальное уравнение решает-
ся и к этому решению применяется обратное преобразование Фурье. В ре-
зультате получаем решение исходной задачи. 

С каждым прямым интегральным преобразованием связано обратное 
преобразование, которое восстанавливает первоначальную функцию из 
преобразованной. Прямое и обратное преобразования называют парой 
преобразований. Чаще всего применяются интегральные преобразования 
Фурье, JIaплaca и Ханкеля. 

Рассмотрим интегральное преобразование Фурье. Прямое преобразо-
вание Фурье имеет вид 

(ߦ)ܨ  = න ∞,ݔ௜క௫݀݁(ݔ)݂

ି∞  (2.22)

 
где функция (ߦ)ܨ называется трансформантой Фурье функции ݂(ݔ). 

Обратное преобразование Фурье (формула обращения) имеет та кой 
вид: ݂(ݔ) = නߨ12 ∞,ߦ௜క௫݀ି݁(ߦ)ܨ

ି∞  (2.23)

 
Среди свойств преобразования Фурье важную роль играет теорема о 

свертках. 
Если (ߦ)ܨи (ߦ)ܩ − трансформанты Фурье функций ݂(ݔ)и ݃(ݔ)то об-

ращением произведения(ߦ)ܩ(ߦ)ܨявляется свертка ݂ ∗ ݃;другими словами 
නߨ12  ߦ௜క௫݀ି݁(ߦ)ܩ(ߦ)ܨ = න ݔ)݂ − ∞.ߟ݀(ߟ)݃(ߟ

ି∞
∞

ି∞  (2.24)

 
Доказательство теоремы о свертках. Имеем 

නߨ12  ߦ௜క௫݀ି݁(ߦ)ܩ(ߦ)ܨ =∞

ି∞  = නߨ12 ߦ௜క௫݀ି݁(ߦ)ܨ න ߟ௜ఎక݀݁(ߟ)݃ =∞

ି∞
∞

ି∞  = නߨ12 නߟ݀(ߟ)݃ ∞ߦ݀௜క(௫ିఎ)ି݁(ߦ)ܨ

ି∞
∞

ି∞ = = න ݔ)݂(ߟ)݃ − ∞.ߟ݀(ߟ

ି∞  
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В случае приложения теории преобразования Фурье к задачам теории 
упругости желательно уметь выражать трансформанту Фурье функции ݀௥݂/݀ݔ௥через трансформанту Фурье F функции ݂(ݔ). По определению 
трансформанты Фурье функции ݀௥݂/݀ݔ௥ будем иметь  
 න ݀௥݂݀ݔ௥ ݁௜క௫݀ݔ = ∞.(ߦ)(௥)ܨ

ି∞  
(2.25)

 
Интегрируя левую часть формулы (2.25) по частям, получаем 

(ߦ)(௥)ܨ  = ,(ߦ)ܨ௥(ߦ݅−) (2.26)
если lim|௫|→∞ ൬݀௥݂݀ݔ௥൰ = 0, ݏ) = 1,2, … , ݎ − 1) 
 

В случае применении преобразования Фурье к решению конкретных 
задач приходится пользоваться таблицами трансформант Фурье [137].  
 
 
1.4. Особое интегральное уравнение с ядром Коши  
 

Интегральными уравнениями принято называть уравнения, в которых 
неизвестная функция входит под знак интеграла. Интегральное уравнение 
называется линейным, если в него неизвестная функция входит линейно. 
Линейное интегральное уравнение имеет вид 

(ݔ)߮  = නߣ ,ݔ)ܭ ݕ݀(ݕ)߮(ݕ + ௕.(ݔ)݂
௔  

 
Здесь ߮(ݔ) − искомая функция; ݂(ݔ), ݔ)ܭ,  ;известные функции − (ݕ

λ − параметр. Функция ݔ)ܭ, ܽ)	(ݕ ≤ ,ݔ ݕ ≤ ܾ) − называется ядром инте-
грального уравнения, функция݂(ݔ)	(ܽ ≤ ݔ ≤ ܾ)− свободным членом. 

Интегральное уравнение первого рода характеризуется отсутствием 
члена, содержащего неизвестную функцию вне интеграла, т.е. 
 න ,ݔ)ܭ ݕ݀(ݕ)߮(ݕ = ௕.(ݔ)݂

௔  
(2.27)

 
Интегральные уравнения встречаются во многих задачах, как чисто 

математических, так и прикладных. Во многих прикладных задачах, в ча-
стности в теории упругости, ядро ݔ)ܭ,  уравнения (4.17)  имеет вид (ݕ
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,ݔ)ܭ (ݕ = ,ݔ)ܪ ݔ(ݕ − ݕ , 
 

где функция ݔ)ܪ,  ограничена. В этом случае интеграл в уравнении − (ݕ
(2.27) следует понимать в смысле главного значения по Коши. 

Интеграл 
 න ݔ(ݔ)߮ − ௕ݕ

௔ ݔ݀ (ܽ < ݔ < ܾ) (2.28)
 

 
понимаемый как несобственный, не существует. Его называют особым 
(сингулярным) интегралом. Можно придать смысл интегралу (2.28), если 
ввести понятие главного значения особого интеграла по Коши: 

 න ݔ(ݔ)߮ − ௕ݕ
௔ ݔ݀ = limఌ→∞ቆන ݔݔ݀(ݔ)߮ − ௬ିఌݕ

௔ + න ݔݔ݀(ݔ)߮ − ௕ݕ
௬ାఌ ቇ . 

 
Сингулярным интегральным уравнением называют уравнение, в кото-

ром неизвестная функция߮(ݔ) входит под знак сингулярного интеграла, 
например 
නߨ1  ݔ(ݔ)߮ − ௔ݕ

ି௔ ݔ݀ = (2.29) .(ݔ)݂

 
Решение (обращение) особого интегрального уравнения с ядром Коши 

(2.29) имеет вид: 
а) решение, не ограниченное на обоих концах 

(ݔ)߮  = − 1(ܽଶ − ଶ)ଵ/ଶݕ × × ቈ1ߨන (ܽଶ − ݔ(ݔ)ଶ)ଵ/ଶ݂ݔ − ௔ݕ
ି௔ ݔ݀ + ܽ଴቉, (2.30)

 
б) решение, ограниченное на обоих концах 

(ݔ)߮  = −(ܽଶ − ଶ)ଵ/ଶݕ නߨ1 ଶܽ)ݔ݀(ݔ)݂ − ݔ)ଶ)ଵ/ଶݔ − ௔(ݕ
ି௔ , (2.31)

 
при условии 
 න ଶܽ)ݔ݀(ݔ)߮ − ଶ)ଵ/ଶݔ = 0.௔

ି௔  
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Интегралы в формулах (4.3)-(4.5) понимаются в смысле главного зна-
чения по Коши.  

В случае применения особых интегральных уравнений к решению 
конкретных задач приходится пользоваться таблицами интегралов типа 
Коши [137]. Наиболее часто встречаются интегралы вида 

௡ܫ  = න ௡(ܽଶݕ − ݔݕଶ)ଵ/ଶ݀ݔ − ݕ .௔
ି௔  

 
При вычислении таких интегралов оказывается полезной следующая 

рекуррентная формула: 
௡ܫ  = ௡ିଵܫݔ + න ௡ିଵ(ܽଶݕ − ௔.ݕଶ)ଵ/ଶ݀ݔ

ି௔  

 
В частности, при n = 1, имеем 

 න ଶܽ)ݕ − ݔݕଶ)ଵ/ଶ݀ݔ − ݕ = ଶݔߨ− + 2ߨ ܽଶ.௔
ି௔  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
 
 

ОСНОВЫ МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ 
 

Увеличение скоростей движения транспортных средств, интенсифи-
кация производственных процессов связаны с увеличением статических и 
динамических нагрузок, что предопределяет использование новых высо-
копрочных материалов, склонных к трещинообразованию. Традиционные 
методы проектирования, основанные на ограничении уровня максималь-
ных расчетных напряжений с помощью коэффициента запаса прочности, 
не всегда могут исключить возможность хрупкого разрушения. 

 
 

 
 
 

Рис.3.1. Развитие трещины во времени 
 
 

Одним из современных средств повышения надежности машин при од-
новременном увеличении ресурса, снижении материалоемкости и улучшении 
экономической эффективности является проектирование и определение про-
должительности эксплуатации по принципу безопасного повреждения. При 
этом учитывается наличие в деталях машин и элементах конструкций на-
чальных металлургических технологических дефектов и образование в них 
трещин по мере накопления эксплуатационных повреждений. 

Разработка и внедрение принципа безопасного повреждения возмож-
ны только при применении методов механики разрушения. Определение 
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напряженно-деформированного состояния элементов конструкций, содер-
жащих дефекты типа трещин, является наиболее ответственным и слож-
ным этапом расчета на прочность. В соответствии с общепринятыми пред-
ставлениями напряженно-деформированное состояние тела с трещиной 
полностью характеризуется величинами коэффициентов интенсивности 
напряжений. На их предварительном определении основаны практически 
все известные в настоящее время критерии хрупкого и квазихрупкого раз-
рушения, а также зависимости, описывающие рост усталостных трещин. 

Рассмотрим элемент конструкции, в котором имеется трещина. При 
действии цикличных нагрузок или при совместном действии нагрузок и 
окружающей среды эта трещина будет расти. Развитие трещины во време-
ни можно представить возрастающей кривой (рис.3.1,а). Из-за наличия 
трещины прочность конструкции уменьшается с увеличением ее размера 
(рис. 3.1, б). В результате разрушение может произойти при нормальных 
эксплуатационных нагрузках, причем выход из строя элемента конструк-
ции происходит путем быстрого хрупкого разрушения, которое характери-
зуется нестабильным распространением трещины. 

На рис. 3.1,б: Π1− прочность, соответствующая нормальной рабочей 
нагрузке; Π2 − прочность, соответствующая ожидаемой максимальной ра-
бочей нагрузке; Π3 − расчетная прочность. 

Известны многочисленные случаи хрупкого разрушения различных 
конструкций и деталей машин в процессе их эксплуатации. Это - аварии 
судов, мостов, турбогенераторов, сосудов высокого давления, газопрово-
дов, реактивных самолетов и др. 

Анализ прочности и выносливости детали, в которой присутствуют 
трещины, можно выполнить методами механики разрушения. Механика 
разрушения включает в себя ту часть науки о прочности материалов и кон-
струкций, которая связана с изучением несущей способности тела с учетом 
начального распределения трещин, а также с изучением различных зако-
номерностей развития трещин. 

Таким образом, можно утверждать, что механика разрушения пред-
ставляет собой совокупность методов, позволяющих обеспечивать безо-
пасное использование машин и конструкции, содержащих трещиноподоб-
ные дефекты. 

В последнее время методы механики разрушения стали широко при-
меняться в различных областях промышленности и особенно в авиакосми-
ческой, атомной и энергетической, где при создании конструкций требует-
ся обеспечение прочности и высокой сопротивляемости разрушению при 
наличии возможных дефектов и усталостных трещин. Большинство поня-
тий механики разрушения применимо не только на этапе предварительно-
го проектирования, но и при разработке методов проверочных испытаний 
и неразрушающего контроля, регламента технического обслуживания и 
ремонтов обнаруженных повреждений. 
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Модель тела с трещинами. Виды деформации в области кончика 
трещины. Общим для различных моделей развития трещин в твердых те-
лах является то, что в начальный момент считается заданным некоторое 
распределение трещин конечной длины. 

До 40-х годов XX в, было широко распространено мнение, что разру-
шение происходит почти мгновенно. В последующие десятилетия было 
установлено, что развитие трещины занимает значительный период, пред-
шествующий разрушению. Экспериментально доказано, что при измене-
нии внешних нагрузок в значительном диапазоне трещины если и разви-
ваются, то устойчиво, не приводя к разрушению конструкцию, спроекти-
рованную с учетом имеющихся начальных трещин. 

В 1920 г. А. Гриффитс, ис-
пользуя энергетический подход, 
получил условие разрушения 
бесконечной пластинки (рис. 3.2) 
с щелевой трещиной длиной I в 
таком виде: 

௞ߪ  =  ଵ/ଶ.        (3.1)(݈ߨ/ܧߛ4)
 

где Е − модуль упругости, γ- по-
верхностная энергия материала, ߪ௞ − критическое напряжение, 
соответствующее возникнове-
нию неустойчивости трещины. 
Условие (3.1) определяет катаст-
рофическое распространение 
трещины и справедливо для 
хрупких материалов типа стекла 
или керамики. 

Пусть в теле имеется тре-
щина некоторой длины l. Тогда с увеличением напряжения σтрещина не 
будет развиваться до тех пор, пока напряжение не достигнет некоторого 
значения σk, критического для данной трещины. Как только оно будет дос-
тигнуто, произойдет неустойчивое, спонтанное развитие трещины и тело 
разрушится. 

Теория Гриффитса не позволяла учесть некоторые важные аспекты 
процесса разрушения. Так Е. Орован и Дж. Ирвин обнаружили, что “хруп-
кое” разрушение высокопрочных материалов сопровождается существен-
ными пластическими деформациями в тонком слое вблизи поверхности 
трещины. Такое разрушение было названо квазихрупким. 

В связи с этим Е. Орован и Дж. Ирвин выдвинули свою концепцию 
квазихрупкого разрушения. Ее основная идея состоит в учете энергии, не-

Трещина 

σ0 
Рис. 3.2 Трещина в пластине 

l 

σ0 
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Рис. 3.3. Виды деформации трещины 
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обходимой для пластической деформации. Это позволило значительно 
расширить пределы применимости теории Гриффитса. 

Хрупким и квазихрупким разрушением не охватывается все разнооб-
разие возможных видов разрушения. Возможны также упругопластиче-
ское, вязкое, вязкоупругое и др. виды разрушения. 

Важнейший момент при изучении любого из этих видов разрушения − 
формулировка условия разрушения в кончике трещины. Наиболее просто 
это условие формулируется в теории квазихрупких трещин, когда пласти-
ческая деформация считается сосредоточенной в тонком слое вблизи по-
верхности трещины. Простейший вариант этого условия был предложен 
Дж. Ирвином, который в конце 50-х гг. нашего века, изучив оптическими 
методами напряженное состояние вокруг кончика трещины, обосновал по-
нятие коэффициента интенсивности напряжений. Особое значение иссле-
дования Ирвина заключается в том, что оно открыло путь для анализа уп-
ругих напряжений в телах с трещинами. 

Трещины хрупкого разрушения в твердых телах можно рассматривать 
как поверхности разрыва вектора смещений. Ирвин отметил, что имеется 

три вида независимых кинемати-
ческих движений верхней и ниж-
ней поверхности трещины по от-
ношению друг к другу. Эти три 
основных типа деформации при-
ведены на рис 3.3, на котором 
изображены локальные смещения 
элемента, содержащего фронт 
трещины. Указанные три типа 
деформации являются необходи-
мыми и достаточными для описа-
ния всех возможных видов пове-
дения трещины в наиболее общем 
случае распределения упругих 
напряжений. 

Типы движений для трещины, 
лежащей в плоскости xz, можно 
описать следующим образом. 

Случай а − нормальный от-
рыв. Нормальный отрыв характе-
ризуется такими перемещениями 
поверхностей трещины, при кото-
рых последние стремятся разой-
тись симметрично относительно 
плоскости, в которой была распо-
ложена трещина до деформации. 
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Случай б − попе-
речный сдвиг. Попе-
речный сдвиг пред-
ставляет собой ло-
кальную деформацию, 
при которой поверх-
ности трещины сколь-
зят одна по другой в 
одной плоскости, но в 
противоположных на-
правлениях. 

Случай в – про-
дольный сдвиг. В этом 
случае поверхности 
трещины скользят од-
на по другой в на-
правлении параллель-
ном линии фронта 
трещины. 

Естественно, что 
каждое из трех движений поверхностей трещины, изображенных на рис. 
3.3, связано с соответствующим полем напряжений в окрестности кончика 
трещины. 

Определение перемещений и напряжений для упругого тела с 
трещиной. Рассмотрим неограниченное упругое тело в условиях плоской 
задачи теории упругости. В теле имеется узкая внутренняя трещина (раз-
рез) длиной 2a (рис. 3.4). Пусть трещина расширяется под действием дав-
ления, величина которого вдоль трещины может изменяться. Считаем, что 
существует симметрия относительно оси x. Поэтому, задача сводится к 
нахождению перемещений и напряжений в упругой полуплоскости у ≥ 0. 
Граничные условия в данном случае имеют вид (при у = 0 ) [137] 

 ࣎࢞࢟ = ૙, −∞ < ࢞ < ௬ߪ  ,∞ = ,(ݔ)݌− |ݔ| ≤ ݒ(3.2) ;ܽ = 0, |ݔ| ≤ ܽ.  
 
Связь между трансформантами Фурье перемещения границы полу-

плоскости и давления дается формулой (2.56) в приложении 1. Эту форму-
лу перепишем в таком виде [137]: 

(ߦ)݌  = 1)2ܧ − (ଶߥ ,ߦ)ݒ|ߦ| 0). 
 

y 

а а

0 

Эпюра σy

x

Рис. 3.4 Градиент напряжения возле кончика 
трещины 
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Так как ߦ| (ߦ)݌| =  ,(ߦ݅−)(ߦ݊݃݅ݏ݅)
 
то получаем 
(ߦ)݌  = 1)2ܧ − (ଶߥ ,ߦ)ݒ̅(ߦ݅−)(ߦ݊݃݅ݏ݅) 0). (3.3)

 
Формула (3.3) удовлетворяет первому граничному условию (3.2). 

Применяя к соотношению (3.3) формулу обращения для преобразования 
Фурье (4.35), получаем 
 p(x) = 1)ߨ4ܧ − ଶ)නߥ ,ߦ)ݒ̅(ߦ݅−)(ߦ݊݃݅ݏ݅) 0)݁ି௜క௫݀ߦ.∞

ିஶ  

 
Воспользовавшись теоремой о свертках к соотношению (3.3) и табли-

цей трансформант Фурье [137], находим 
 −p(x) = 1)ߨ2ܧ − ଶ)නߥ ,ߟ)ݒ߲ ߟ߲(0 ߟߟ݀ − ∞ݔ

ିஶ  

 
Удовлетворяя третьему граничному условию (3.2), имеем 

 p(x) = 1)ߨ2ܧ − ଶ)නߥ ,ߟ)ݒ߲ ߟ߲(0 ߟߟ݀ − ௔ݔ
ି௔  

 
Отсюда получаем особое интегральное уравнение с ядром Коши 

නߨ1  ݒ߲ ,ߟ)′ ߟߟ݀(0 − ௔ݔ
ି௔ = 1)ߨ − ܧ(ଶߥ (3.4) .(ݔ)݌

 
Решение уравнения (3.4), не ограниченное на обоих концах, имеет вид 

,ݔ)ݒ∂  ݔ∂(0 = 2(1 − ܧ(ଶߥ 1(ܽଶ − ଶ)ଵ/ଶݔ × 
 

× ቈ1ߨන (ܽଶ − ݐ(ݐ)݌ଶ)ଵ/ଶݐ − ௔ݔ
ି௔ ݐ݀ + ܽ଴቉ , |x| < ܽ. (3.5)

 
Интеграл в формуле (3.5) понимается в смысле главного значения по 

Коши. 
В качестве примера рассмотрим случай, когда к берегам трещины 

приложено равномерно распределенное давление, т.е. р(х) = р = const  при |x| < ܽ. В этом случае решение (3.5) принимает вид 
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,ݔ)ݒ∂ ݔ∂(0 = 2(1 − ܧ(ଶߥ (ܽ଴ − ଶܽ)(ݔ݌ − ଶ)ଵ/ଶݔ , |x| < ܽ. 
 

Отсюда, находим 
,ݔ)ݒ  0) = 2(1 − ܧ(ଶߥ ቂܽ଴ܽ݊݅ݏܿݎ ݔܽ + ଶܽ)݌ − | |x		ଶ)ଵ/ଶቃ,ݔ ≤ ܽ, 

 
Так как при х = ±аv(±a,0) = 0, то ܽ଴ = 0. Следовательно, окончательно 

имеем  
,ݔ)ݒ  0) = 1)݌2 − ܧ(ଶߥ (ܽଶ − ,ଶ)ଵ/ଶݔ |x| ≤ ܽ. (3.6) 

 
Приняв ܾ = 2(1 − ܧܽ݌(ଶߥ  

 
приведем выражение (3.6) к виду 
ଶݔ  ܽଶ⁄ + ଶݒ ܾଶ = 1.⁄  
 

Отсюда следует, что под действием равномерного давления трещина 
расширяется и принимает эллиптическую форму. Уравнение (3.6) описы-
вает форму трещины, которую она принимает при действии равномерно 
распределенного давления.  

Определив функцию ݔ)ݒ, 0)можно теперь найти напряжение ߪ௬(ݔ, 0). 
Учитывая, что ߪ௬(ݔ, 0) =   и используя формулу (3.4), получаем (ݔ)݌−
,ݔ)௬ߪ  0) = 1)ߨ2ܧ − ଶ)නߥ ݒ ,ߟ)′ ߟߟ݀(0 − ୟݔ

ିୟ . 
 

Подставляя сюда формулу (3.6), имеем 
,ݔ)௬ߪ  0) = − නߨ݌ ଶܽ)ߟ݀ߟ − ߟ)ଶ)ଵ/ଶݔ − ୟ(ݔ

ିୟ . 
 

Вычисляя этот интеграл, находим 
,ݔ)௬ߪ  0) = |при|x		݌− < ܽ, 
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,ݔ)௬ߪ 0) = ݌ ቈ ଶܽ)|ݔ| − ଶ)ଵ/ଶݔ − 1቉ при|ݔ| > ܽ. (3.7)

 
Эпюра напряжения ߪ௬, подсчитанного по формуле (3.7),стремится к 

бесконечности при подходе к кончику трещины, т.е. имеет особенность в 
кончике. Для установления характера особенности нормального напряже-
ния у кончика трещины найдем асимптотическое представление для ߪ௬ при ݔ → ܽ + 0. Устремляя в формуле (3.7) ݔ	к	ܽ + 0 и отбрасывая постоянное 
слагаемое, находим 
,ݔ)௬ߪ  0) = pܽଵ/ଶ2ଵ/ଶ(x − a)ଵ/ଶ , ݔ → ܽ + 0. (3.8)

 
Определив напряжение ߪ௬(ݔ, 0)и перемещение ݔ)ݒ, 0) можно перейти 

к нахождению перемещений и напряжений в любой точке упругой полу-
плоскости. Эти напряжения и перемещения можно определить по форму-
лам [137] 

для напряжений 
,ݔ)௫ߪ  y) = − නߨ12 ஶ(ߦ)݌

ିஶ (1 −   ,ߦక|௬ି௜క௫݀|ି݁(ݕ|ߦ|

,ݔ)௬ߪ y) = − නߨ12 ஶ(ߦ)݌
ିஶ (1 + (3.9) ,ߦక|௬ି௜క௫݀|ି݁(ݕ|ߦ|

	߬௫௬(ݔ, y) = − නߨ12 ஶ(ߦ)݌
ିஶ   ,ߦక|௬ି௜క௫݀|ି݁ݕߦ

 
и перемещений ݔ)ݑ, y) = −1 + ܧߨ2ߥ න ஶߦ(ߦ)݌݅

ିஶ × × [(1 − (ߥ2 −   ,ߦక|௬ି௜క௫݀|ି݁[ݕ|ߦ|
,ݔ)ݒ(3.10)  y) = −1 + ܧߨ2ߥ න |ߦ|(ߦ)݌ ×ஶ

ିஶ  
 × [2(1 − (ߥ +  ,ߦక|௬ି௜క௫݀|ି݁[ݕ|ߦ|

 
где (ߦ)̅݌ – трансформанта Фурье функции давления (ݔ)݌ на границе полу-
плоскости ݕ = 0. 

Однако, в эти формулы входит функция (ߦ)݌которая пока неизвестна. 
На основании соотношения (3.3), имеем 
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(ߦ)݌ = 1)2ܧ − (ଶߥ ,ߦ)ݒ|ߦ| 0). (3.11)

 
Далее, по формуле (3.30) получаем 
,ߦ)ݒ  0) = න ,ݔ)ݒ 0)݁௜క௫݀ݔ.ஶ

ିஶ  

 
Подставляя сюда формулу (3.6), имеем 
,ߦ)ݒ  0) = 1)݌2 − ܧ(ଶߥ න (ܽଶ − ஶ.ݔଶ)ଵ/ଶ݁௜క௫݀ݔ

ିஶ  

 
Воспользовавшись таблицей трансформант Фурье [118], находим 
,ߦ)ݒ  0) = 1)݌2 − ܧ(ଶߥ ,ܽ)ଵܬ  ,(ߦ

 
где ܬଵ(ܽ,  .функция Бесселя 1-го рода − (ߦ

Подставляя это выражение в формулу (3.9), окончательно имеем 
(ߦ)݌  = ݌ܽߨ ݊݃݅ݏ ,ܽ)ଵܬߦ (3.12) .(ߦ
 
Подставляя выражение (3.12) в формулы (3.9) и (3.10), можно опреде-

лить напряжения и перемещения в любой точке полуплоскости. 
Полученные выше результаты относятся к случаю плоской деформа-

ции. Если заменить ν на ν/(1+ ν), то получим формулы, соответствующие 
случаю обобщенного плоского напряженного состояния. 

Коэффициент интенсивности напряжений. Поля напряжений и 
перемещений вблизи кончика трещины. Если ввести обозначение 

ଵܭ  = ଵ/ଶ, (3.13)ܽߨ݌
 

то формула (3.8) примет вид 
,ݔ)௬ߪ  0) = ଵ(2π)ଵ/ଶ(xܭ − a)ଵ/ଶ , ݔ → ܽ + 0. (3.14)

 
Величина ܭଵ называется коэффициентом интенсивности напряжений 

(КИН) нормального отрыва. Формула (3.11) определяет КИН для плоско-
сти с одиночной трещиной, когда к берегам трещины приложено равно-
мерное давление р, или когда плоскость подвергается равномерному рас-
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тяжению по нормали к линии трещины. В данном случае КИН зависит от 
давления и размера трещины. Можно показать, что формула (3.12) сохра-
няется и в тех случаях, когда трещина находится в упругом теле конечных 
размеров, причем давление р(х) не обязательно должно быть постоянным. 
Однако, в этих случаях выражение для ܭଵ будет отличаться от формулы 
(3.11). Для конечного тела КИН зависит и от его размеров. 

Понятие КИН оказалось весьма полезным в линейной механике раз-
рушения. 

КИН можно находить как по известным напряжениям, так и переме-
щениям. Из формулы (3.12).находим 

ଵܭ  = lim௫→௔ା଴ൣ(2ߨ)ଵ/ଶ(ݔ − ܽ)ଵ/ଶߪ௬(ݔ, 0)൧. (3.15)
 
Формула (3.13) позволяет определить КИН нормального отрыва по 

известным напряжениям. Величину ࡷ૚ можно найти, если известны пере-
мещения: 

ଵܭ  = (2π)ଵ/ଶ1ߤ + ߯ lim௫→௔ା଴ ቈ(0+,ݔ)ݒ − ܽ)(0−,ݔ)ݒ − ଵ/ଶ(ݔ ቉ , (3.16)

ଵܭ = − 1ߤ2 + ߯ lim௫→௔ା଴ × × ൜(2π)ଵ/ଶ(ܽ − ଵ/ଶ(ݔ ݔ߲߲ ,ݔ)ݒ] +0) − ,ݔ)ݒ −0)]ൠ , (3.17)

 
где χ = 3 − 4ν− для плоской деформации и χ = (3 − ν)/(1 + ν) − для обоб-
щенного плоского напряженного состояния. 

Имеются формулы, подобные формулам (3.13)-(3.15), для определе-
ния КИН поперечного сдвига ܭଶ и продольного сдвига ܭଷ. 

Разрушение теснейшим образом связано с теми процессами, которые 
протекают в окрестности кончика трещины. Поэтому большое значение 
имеют формулы для определения напряжений и перемещений вблизи кон-
чика трещины (рис. 3.5). В случае нормального отрыва имеем: 

ݑ  = ߤଵ/ଶߨଵ(2r)ଵ/ଶ8ܭ ൤(2߯ − ݏ݋ܿ(1 2ߠ − ݏ݋ܿ 2ߠ3 ൨ + ⋯ ,  

ݒ(3.18)  = ߤଵ/ଶߨଵ(2r)ଵ/ଶ8ܭ ൤(2߯ + ݊݅ݏ(1 2ߠ − ݊݅ݏ 2ߠ3 ൨ + ⋯ ,  

௫ߪ  = ଵ(2πr)ଵ/ଶܭ ݏ݋ܿ 2ߠ ൬1 − ݊݅ݏ 2ߠ ݊݅ݏ 2ߠ3 ൰ +⋯ ,  
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௬ߪ = ଵ(2πr)ଵ/ଶܭ ݏ݋ܿ 2ߠ ൬1 + ݊݅ݏ 2ߠ ݊݅ݏ 2ߠ3 ൰ +⋯ , (3.19)

߬௫௬ = ଵ(2πr)ଵ/ଶܭ ݏ݋ܿ 2ߠ ݊݅ݏ 2ߠ ݊݅ݏ 2ߠ3 +⋯  
 

 
В условиях плоской деформации ݓ = 0,  

௭ߪ  = ν൫ߪ௫ +  ,௬൯ߪ
 

тогда как в условиях обобщенного плоского напряженного состояния 
௭ߪ  = 0. 
 

 
 

Рис. 3.5. Компоненты вектора напряжений возле фронта трещины 
 
 
Выражения, аналогичные формулам (3.18), (3.19), имеют место в слу-

чае поперечного и продольного сдвигов. 
В формулах (3.18), (3.19) отброшены члены более высокого порядка 

относительно переменной r. 
Из формул (3.19) следует, что напряжения при ݎ → 0 стремятся к бес-

конечности. Это является следствием математического приближения ли-
неаризации, связанной с удовлетворением граничных условий па неде-
формированной поверхности трещины (разреза) и использования закона 
Гука. Как известно, закон Гука становится неверным при больших внут-
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ренних напряжениях в материале, которые возникают при сильной кон-
центрации напряжений в окрестности краев трещины. Поэтому формулы 
(3.18), (3.19) перестают отвечать действительности при очень малых ݎ  ଴. Однако, как показывает опыт и более детальный анализ, при достаточноݎ>
малых ݎ >  ଴эти формулы могут служить для асимптотической оценкиݎ
свойств поля напряжений в окрестности краев трещины. 

Наиболее просто найти асимптотическое представление для переме-
щений в полярной системе координат. Поэтому, в окрестности кончика 
трещины для точки с координатами (r,θ) (рис. 3.5), полагаем 

௥ݑ  = భమݎ ଵ݂(ߠ); ఏݑ = భమݎ ଶ݂(ߠ), (3.20)
 

где ݑ௥, ݑఏ − перемещения в радиальном и окружном направлениях соот-
ветственно. Далее, дифференциальные уравнения равновесия в полярных 
координатах (3.18) нужно выразить через перемещения ݑ௥, ݑఏ и затем под-
ставить в эти уравнения выражения (3.20). В результате получим обыкно-
венные дифференциальные уравнения для определения функций ଵ݂(ߠ) и ଶ݂(ߠ).Решая эти уравнения и удовлетворяя граничным условиям на бере-
гах трещины и на ее продолжении, найдем функции ଵ݂(ߠ), ଶ݂(ߠ) и тем са-
мым определим перемещения ݑ௥, ݑఏ. Зная перемещения ݑ௥, ݑఏ можно 
найти перемещения u, v по формулам: 

ݑ  = ߠݏ݋௥ܿݑ − ݒ ,ߠ݊݅ݏఏݑ = ߠ݊݅ݏ௥ݑ +  .ߠݏ݋ఏܿݑ
 
В результате получим выражения (3.18). 
Имея асимптотические представления для перемещений можно найти 

соответствующие представления и для напряжении. В результате придем к 
формулам (3.19). 

Условие разрушения Ирвина. Критическое напряжение и критиче-
ская длина трещины. Для упрощения задачи ограничимся рассмотрением 
случая нормального отрыва. Напряженное состояние у фронта трещины 
для упругого тела полностью определяется коэффициентом интенсивности 
напряжений ܭଵ. Поэтому эта величина лежит в основе силовых критериев 
линейной механики разрушения. Первый критерий такого типа предложил 
Ирвин для разрушения квазихрупких тел. 

Критерий Ирвина формулируется так: трещина начинает рас-
пространяться в упругом теле, когда значение коэффициента интенсивно-
сти напряжений достигнет некоторого критического для данного материа-
ла значения. 

Значение K1, при достижении которого трещина будет распространять-
ся неустойчиво, является константой материала, называемой вязкостью раз-
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рушения или критическим коэффициентом интенсивности напряжений. 
Критический коэффициент интенсивности напряжений при статическом 
приложении нагрузки в условиях плоской деформации обозначается через 
К1С, а при обобщенном плоском напряженном состоянии − через КС. 

Таким образом, условие разрушения для тела с трещиной имеет вид 
ଵܭ  = ଵ஼ܭ или ଵܭ = .஼ܭ (3.21)
 
Следовательно, трещина, имеющаяся в детали или элементе конст-

рукции расти не будет, если ܭଵ < ଵܭ ଵ஼ илиܭ <  .஼ܭ
Коэффициент интенсивности Kଵ зависит от нагрузки, размера трещи-

ны и геометрии детали. Он определяется, как правило, теоретически, ис-
пользуя методы теории упругости. Величины ܭଵ஼ и ܭ஼определяются экс-
периментально и являются постоянными материала. Величины ܭଵ஼ и ܭ஼ 
зависят также от температуры и скорости деформации, а ܭ஼ зависит кроме 
того от толщины пластины. 

Главная цель механики разрушения состоит в определении сопротив-
ления распространению трещины материала по испытаниям специального 
образца для того, чтобы оценить сопротивление разрушению конструкции. 

Широкий круг возможных причин разрушения можно в значительной 
мере нейтрализовать выбором материала, обладающего повышенной стой-
костью к разрушению. Ясно, что чем больше значение ܭଵ஼ (или ܭ஼), тем 
выше напряжение, при котором разрушится конструкция и тем больше 
размер критического дефекта, определяющий условия нестабильного роста 
трещины. Поэтому сравнение материалов и технологических способов их 
изготовления по соответствующим величинам ܭଵ஼ (или ܭ஼) может обеспе-
чить достаточно надежный выбор материала для конкретного применения. 
Чем больше вязкость разрушения, тем до большей длины может вырасти 
трещина при данном рабочем напряжении. 

Повышение надежности и работоспособности материала с трещиной 
может быть достигнуто путем рационального выбора конструкций, пре-
дусматривающего затруднение для распространения трещины от мест 
возможного ее зарождения. Например, представляется целесообразным 
создание на пути развития трещины плоских щелей или плоских включе-
ний более мягкого материала, которые будут “гасить” распространяю-
щуюся трещину. 

Оптимальным конструктивным решением детали в общем случае бу-
дет такое, когда деталь как единое целое состоит из ряда элементов, гео-
метрические размеры которых в направлении наиболее вероятного распро-
странения трещины будут меньше критической длины трещины, завися-
щей от максимального рабочего напряжения. Конструктор может выбрать 
для детали соответствующий материал и конструктивно ее оформить так, 
чтобы затруднить продвижение трещины. 
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При эксплуатации изделия важно, чтобы нестабильный рост трещины 
начинался при как можно большей длине трещины. 

Методы механики разрушения позволяют определить критическую 
длину трещины, при которой начинается нестабильный рост ее (при задан-
ном значении рабочего напряжения). Можно также найти критическое на-
пряжение для элемента конструкции с трещиной данной длины как напря-
жение, при котором происходит немедленное разрушение. Запас прочности 
элемента конструкции определяется как отношение критического напряже-
ния (при наличии трещины заданной длины) к рабочему напряжению. 

Рассмотрим задачу об определении критического напряжения и кри-
тической длины трещины. 

В качестве примера рассмотрим полосу конечной ширины (рис. 3.7). 
Для нее ܭଵ = ,(ܽ)ଵܨభమ(ܽߨ)ߪ ߙ = 2ܹܽ. 

 
В момент начала нестабильного роста трещины, из условия (3.21), 

ଵܭ  = ଵܭ	или	ଵ஼ܭ =  ஼ܭ
 

Следовательно, в этот момент  
ଵ஼ܭ  =  .(ܽ)ଵܨభమ(ܽߨ)௞ߪ
 

Отсюда находим 
௞ߪ  = ଵ(ܽ). (3.22)ܨభమ(ܽߨ)ଵ஼ܭ

 
По формуле (3.22) можно найти критическое напряжение σ୩ для по-

лосы (рис. 3.6) с трещиной данной длины при плоской деформации. 
Аналогично, при обобщенном плоском напряженном состоянии 

௞ߪ  = ଵ(ܽ). (3.23)ܨభమ(ܽߨ)஼ܭ

 
Напряжения, действующие у вершины трещины, превосходят предел 

текучести материала до того, как достигается критическое состояние 
вследствие образования пластической зоны, в которой теряют силу законы 
упругости и наблюдается упрочнение материала. Наличие зоны, в которой 
материал пластически течет, приводит при оценке момента разрушения к 
образованию ошибки. 
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Влиянием пластического тече-
ния в ряде случаев можно пренеб-
речь или внести поправку на образо-
вание пластической зоны, если раз-
меры этой зоны существенно малы 
по сравнению с длиной трещины и 
толщиной материала. 

Размер пластической зоны у 
вершины трещины можно опреде-
лить из второй формулы (3.19), пола-
гая ߪ௬ = ߠ ଴.ଶ иߪ = 0. Тогда получим 

௬ݎ  = ߨ12 ൬  .଴.ଶ൰ଶߪଵܭ
 
В момент разрушения ܭଵ =  ஼ иܭ

предельный размер пластической зо-
ны будет равен 

∗௬ݎ  = ଵଶగ ቀ ௄಴ఙబ.మቁଶ.         (3.24) 
 

 
Здесь ߪ଴.ଶ − условный предел текучести материала. 
По формуле (3.24) можно определить предельный размер пластиче-

ской зоны в случае обобщенного плоского напряженного состояния. Для 
случая плоской деформации, предельный размер пластической зоны 

∗௬ݎ  = ଵଶగ ቀ ௄಴ఙబ.మቁଶ.	                                       (3.25) 
 
На рис. 3.7 показано расположение пластической зоны у кончика тре-

щины. 
Для учета влияния пластической зоны в линейной механике разруше-

ния Ирвин предложил считать, что вершина трещины лежит на расстоянии 
ry от границы фактического разделения материала. 

При определении критического напряжения ߪ௞ в случае плоской де-
формации по формуле (3.25), поправкой на пластическую зону ݎଵ௬∗  можно 
пренебречь, так как она незначительна (согласно с (3.25)).  

В случае обобщенного плоского напряженного состояния поправку на 
размер пластической зоны следует учитывать. С учетом поправки на пла-
стическую зону формула (3.22) принимает вид 

σ 
Рис. 3.6. Пластинас трещиной 

x

σ 

2a

W 

y 
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௞ߪ = ଵ/ଶ൫ܽߨ஼ܭ + ௬∗൯ଵݎ ଶ⁄ .(∗ܽ)ଵܨ ܽ∗ = 2൫ܽ + ௬∗൯ଵݎ ଶ⁄ܹ , (3.26)

 
где ݎ௬∗ определяется соотношением (3.24). 

 

 
 

Рис. 3.7 Пластическая зона в кончике трещины 
 
 

Экспериментальное определение ࡯ࡷ и ࡷ૚࡯. В условие разрушения 
Ирвина (3.26) входят величины ܭ஼ и ܭଵ஼которые являются постоянными 
материала и определяются экспериментально. Поэтому следует рассмот-
реть вопрос об определении этих величин. 

Измеренные значения величины Кс существенно отличаются при из-
менении толщины образцов, и это отличие связано с характером разруше-
ния, определяемым по внешнему виду поверхности излома. Например, по-
верхность разрушения плоского образца с трещиной состоит из двух час-
тей. Края такого образца содержат губы среза, тогда как средняя часть раз-
рушается хрупко по плоской поверхности, перпендикулярной оси прило-
жения нагрузки (рис. 3.8,а). С увеличением толщины полосы t возрастает 
доля хрупкого разрушения и уменьшается величина параметра ܭ஼ (рис. 
3.8,б). По мере увеличения толщины полосы состояние материала все бо-
лее приближается к состоянию, определяющему прямой вид излома, а зна-
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чение параметра Kେ приближается к предельному минимальному значе-
нию Kଵେ (рис.3.8.б), которое полагается константой материала. Если поло-
са с трещиной имеет излом в виде среза, вблизи трещины сохраняется ус-
ловие плоского напряженного состояния. Условию плоского напряженного 
состояния соответствует ݎ௬/ݐ ≥ 1. Это условие характеризуется распро-
странением пластической зоны на всю толщину образца, наличием плоско-
сти излома под углом 450 к направлению действующих нагрузок и отсутст-
вием элементов хрупкого взлома. При этом достигается наибольшая проч-
ность материала. 

 

 
 

Рис. 3.8 Зависимость параметра ܭ஼ от толщины t пластины 
 
 

Условие плоской деформации имеет вид ݎ௬/ݐ ≤ -оно обычно вы ,ߨ1/5
полняется для деталей и образцов крупных сечений. Для таких образцов 
характерны полностью хрупкий излом без среза и наименьшая прочность. 

Величину ܭ஼ можно использовать для расчетных оценок прочности 
конструкций лишь тогда, когда образцы из исследуемого материала имеют 
толщину, равную толщине элементов конструкций. 

Коэффициент интенсивности напряжений имеет размерность Н/мଷ.ଶ. 
Величины ܭ஼ и ܭଵ஼ с одной стороны характеризуют способность мате-

риала сопротивляться развитию трещины, а с другой − входят в условия раз-
рушения, устанавливающие ту величину коэффициента интенсивности на-
пряжений, при которой наступает быстрый, неконтролируемый рост трещины. 

Характеристики трещиностойкости ܭ஼, ܭଵ஼ определяют по результа-
там однократных статических испытаний специальных образцов, с предва-
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рительно нанесенной усталостной трещиной, на трехточечный изгиб, вне-
центренное или осевое растяжение. Для листового материала толщиной от 
2 до 10 мм рекомендуется использовать плоские образцы преимуществен-
но с центральной трещиной (рис. 3.9) при осевом растяжении. При этом 
рекомендуются следующие соотношения размеров: l = (0,15...0,25)b; В = 
(1,25...1,6)b; L = 3b; L = (0,15...0,25)b; R = 0,3b [29]. 

 

 
 

Рис. 3.9 Образец для испытания 
 
 

В процессе испытаний осуществляют запись диаграмм Р-V (сила Р, 
смещение берегов надреза V), P-f − (сила Р, перемещение f по оси дейст-
вия силы) и температуры образца. При разрушении образца на этих диа-
граммах отмечают точки, соответствующие наступлению разрушения. 

В источнике [36] подробно описывается процесс проведения испыта-
ний и обработки экспериментальных данных с целью определения харак-
теристик трещиностойкости ܭ஼ и ܭଵ஼.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ОДНОНАПРАВЛЕННОГО АРМИРОВАННОГО СЛОЯ 
ПОЛИМЕРНОГО КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА 

 
На этапе проектирования при выборе нового материала (волокна или 

связующего) может возникнуть необходимость определения упругих ха-
рактеристик монослоя по характеристикам волокна и связующего с учетом 
технологии изготовления полимерного композитного материала (ПКМ).  

На первом этапе ля определения упругих характеристик монослоя, 
следуя работе [134], выбираются оси упругой симметрии однонаправлен-
ного армированного пластика в соответствии с рисунком 4.1.а. В случае 
трансверсально-изотропной арматуры модуль упругости однонаправлен-
ного армированного слоя в направлении армирования определяется по 
следующей зависимости [134] 
૚ࡱ  = ࢆ࡮ࡱ࢜ + (૚ − ࡯ࡱ(࢜ + (4.1) ,࡯ࡱࣁ
 

Здесь индекс 1 соответствует направлению показанному на рисунке 
4.1, а, б; индексы В и С соответствуют волокнам и связующему; ࢜−относительное объемное содержание волокон. Если ࢜࡯ ≈ -т.е. ко ,ࢆ࢘࡮࢜
эффициенты Пуассона компонентов практически одинаковы, то η = 0 и 
зависимость (4.1) принимает форму, которая соответствует правилу сме-
си [62]: 
૚ࡱ  = ࢆ࡮ࡱ࢜ + (૚ − (4.2) .࡯ࡱ(࢜
 

Анализ зависимости коэффициента η от характеристик компонентов 
показывает, что влияние поперечных эффектов, возникающих в результате 
различия коэффициентов Пуассона полимерного связующего и волокон, на 
модуль упругости пластика E1 в самых экстремальных случаях не превы-
шает 2%. Следовательно, с достаточной для практики точностью модуль 
упругости однонаправлено армированных пластиков в направлении арми-
рования определяется зависимостью (4.2). 

Если EBZ >> EC, то для практически применяемых объемных содержа-
ний (долей) волокон зависимость (4.2) может быть заменена более про-
стой: 
૚ࡱ  =  .ࢆ࡮ࡱ࢜
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Рис. 4.1 Направление осей в однонаправленном слое КМ (а) 
и в расчетной модели его упаковки (б) 
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Анализ, проведенный в [156], показывает, что коэффициент Пуассона 
ν12 практически не зависит ни от модулей упругости компонентов, ни от 
геометрии строения однонаправленного армированного пластика, а опре-
деляется лишь объемным содержанием волокон и коэффициентами Пуас-
сона компонентов. Поэтому для практического применения рекомендуется 
следующая зависимость: 

૚૛ࣇ  = (૚ − ࡯ࣇ(࢜ + (4.3) .࢘ࢆ࡮ࣇ࢜
 
Если деформативные свойства однонаправленного армированных 

пластиков в направлении армирования в основном определяется жестко-
стью волокон и практически не зависят от геометрии упаковки волокон, то 
на упругие свойства пластиков в направлении, перпендикулярном направ-
лению армирования, существенно влияют как упругие свойства полимер-
ного связующего, так и геометрия распределения волокон в поперечном 
сечении материала. 

Определение модуля поперечной упругости Е2 является наиболее слож-
ной задачей определения упругих свойств композита по заданным характе-
ристикам компонентов. При использовании метода тонких слоев для двояко-
периодической расчетной модели предложено [134] применять следующую 
формулу для определения Е2 с учетом геометрии упаковки волокон 

૛ࡱ  = ቈ࢘࢖࡮ ࡶ + ቆ૚ − ૚૚ − (4.4) ,࡯ࡱ૛ቇ቉࡯ࣇ

где ࡶ = ૚࡯ࡱ࢈ ቎૛࣊ − ૛√ࢇ૛ − ૛࢈ ࢇඨࢍ࢚ࢉ࢘ࢇ − ࢇ࢈ + ࢇ ,቏࢈ = ૚ − ࡯ࡱ૛࡯ࣇ , ࢈ = ࢒࡮࢘ ൤૚ − ࢘࡮ࡱ࢘ࢆ࡮ࣇࢆ࢘࡮ࣇ −  .൨ࢇ
 

Параметры p и l определяют вид упаковки волокон и так же, как и 
диаметр волокон 2rB и объемное содержание волокон v, являются величи-
нами заданными [62]. 

В случае прямоугольной упаковки волокон должно быть задано соот-
ношение p/l = d. Тогда из соотношения площади поперечного сечения во-
локна и всей площади сечения получим следующие зависимости: 

஻݈ݎ  = ݀ݒ√1,14 ݌஻ݎ = 1,14ට݀ݒ. 
 
В случае квадратной упаковке волокон l = р, тогда эти зависимости 

принимают вид: 
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࢒࡮࢘ = ࢖࡮࢘ = ૚, ૚૝√࢜. 
 

При гексагональном расположении волокон, когда ࢖ = ૙, ૞√૜࢒, спра-
ведливо соотношение 

࢒࡮࢘  = ඨ૛√૜࢜࣊ = ૚, ૙૞√࢜; ࢖࡮࢘ = ૚, ૛૚√࢜. 
 

Коэффициент Пуассона ν21 определяется по следующей известной за-
висимости: ࣇ૛૚ = ૚ࡱ૛ࡱ ૚૛. (4.5)ࣇ

 
Для определения модуля продольного сдвига используют метод, ос-

нованный на расчетной модели, содержащей неограниченное число слоев 
бесконечно малой толщины [178]. Этот метод не учитывает влияния взаи-
модействия между поверхностями смежных слоев. Полученная прибли-
женная формула для определения продольного модуля сдвига однонаправ-
ленного армированного пластика, учитывающая объемное содержание и 
вид упаковки волокон и упругие свойства компонентов, имеет вид 

 ࣌૚૛ = ቈ૚ − ࢖࢈࢘ + ࢖࢈࢘ ࢑ ቆ ૛࢑ඥ࢑૛ି૚ ට࢑ା૚࢑ି૚ࢍ࢚ࢉ࢘ࢇ − ૛࣊ቇ቉  (4.6)               ,ࢉ࣌

где ࢑ = ૚࢘࢒࢈ ቀ૚ −  .ቁࢆ࢘࡮࣌ࢉ࣌
 

Таким образом для определения упругих характеристик монослоя по 
характеристикам его компонентов (наполнителя и связующего) необходи-
мо использовать формулы (4.2) − (4.6) с учетом соответствующей (прямо-
угольной, квадратной и гексагональной) упаковки волокон, выбираемой в 
зависимости от характеристик компонентов и технологии изготовления 
пакета в целом. Полученные таким образом упругие характеристики моно-
слоя используются для определения характеристик пакета. 

Расчет упругих характеристик ПКМ по характеристикам моно-
слоя. Каждый индивидуальный слой (монослой) состоит из однонаправлен-
ных волокон, определяющих направление слоя, и матрицы, обеспечиваю-
щей нормальную и трансверсальную жесткость слоя. Такой монослой явля-
ется ортотропным, поскольку обладает двумя взаимно перпендикулярными 
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осями симметрии. Его характерной особенностью является то, что нормаль-
ные напряжения, действующие вдоль осей ортотропии, не вызывают де-
формаций сдвига, а касательные напряжения – удлинений. Закон Гука, опи-
сывающий соотношение напряжение-деформация для однонаправленного 
монослоя при плоском напряженном состоянии имеет вид [161]: 

 ൝࣌૚࣌૛࣎૚૛ൡ = ቎࡯૚૚૙ ૚૛૙࡯ ૙࡯૛૚૙ ૛૛૙࡯ ૙૙ ૙ ૟૟૙࡯ ቏ ൝  ,૚૛ൡࢽ૛ࢿ૚ࢿ
 

где ࣌૚, ࣌૛, ࣎૚૛ – напряжения, приложенные к монослою;	ࢿ૚, ,૛ࢿ -૚૛ – деࢽ
формации монослоя;	࢒࢑࡯૙  – коэффициенты матрицы жесткости, которые 
определяются так: ࡯૚૚૙ = ૚૚ࡱ − ૛૚ࣇ૚૛ࣇ ;. 

૚૛૙࡯  = ૛૚૚ࣇ૚ࡱ − ૛૚ࣇ૚૛ࣇ = ૛૚૚ࣇ૛ࡱ − ૛૚ࣇ૚૛ࣇ ; 
૛૛૙࡯  = ૛૚ࡱ − ૛૚ࣇ૚૛ࣇ ;. ૟૟૙࡯ =  ,૚૛ࡳ
 

где ࡱ૚, ,૛ࡱ  ૚૛ – продольный, поперечный (трансверсальный) и сдвиговойࡳ
модули упругости монослоя;	ࣇ૚૛ – главный коэффициент Пуассона;	ࣇ૛૚ – 
второстепенный коэффициент Пуассона, определяемый из соотноше-
ния Максвела: ࣇ૚૛ࡱ૛ =  ,૚ࡱ૛૚ࣇ

 
Если нагружение монослоя происходит не вдоль оси ориентации, то 

он находится в состоянии послойного нагружения в составе пакета ПКМ. 
Тогда закон Гука принимает вид [161]: 

 ൝࣌࢞࣌࢟࣎࢞࢟ൡ = ቎࡯૚૚ࢻ ࢻ૚૛࡯ ࢻ૛૚࡯ࢻ૚૟࡯ ࢻ૛૛࡯ ࢻ૟૚࡯ࢻ૛૟࡯ ࢻ૟૛࡯ ࢻ૟૟࡯ ቏ ൝  ,ൡ࢟࢞ࢽ࢟ࢿ࢞ࢿ
ଵଵఈܥ  = ଵܸ + ଶܸܿߙ2ݏ݋ + ଷܸܿܥ ;ߙ4ݏ݋ଵଶఈ = ଶଵఈܥ = ଵܸ − 2 ସܸ − ଷܸܿܥ ;ߙ4ݏ݋ଵ଺ఈ = 0,5 ଶܸߙ2݊݅ݏ + ଷܸܥ ;ߙ4݊݅ݏଶଶఈ = ଵܸ − ଶܸܿߙ2ݏ݋ + ଷܸܿܥ ;ߙ4ݏ݋ଶ଺ఈ = 0,5 ଶܸߙ2݊݅ݏ + ଷܸܥ ;ߙ4݊݅ݏ଺଺ఈ = ସܸ − ଷܸܿߙ4ݏ݋; 

где α– угол ориентации монослоя (рис. 4.3 а). 



186 
 

Здесь коэффициенты ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, ସܸопределяются так: 
 ଵܸ = ଵଵ଴ܥ3) ଵଶ଴ܥ2+ ଶଶ଴ܥ3+ ଺଺଴ܥ4+ )/8; ଶܸ = ଵଵ଴ܥ) ଵଶ଴ܥ2+ )/2; ଷܸ = ଵଵ଴ܥ) ଵଶ଴ܥ2− ଶଶ଴ܥ3+ ଺଺଴ܥ4− )/8; ଷܸ = ଵଵ଴ܥ) ଵଶ଴ܥ2− ଶଶ଴ܥ+ ଺଺଴ܥ4+ )/8. 
 
Коэффициенты ࢂ૚и ࢂ૝характеризуют средние жесткости монослоя 

при растяжении и сдвиге, а коэффициенты ࢂ૛и ࢂ૜ характеризуют степень 
анизотропии материала. ࡱ૚,ࡱ૛, ,૚૛ࡳ ,૚ࢂ ;૚૛ − для углов армирования 0° и 90°ࣇ ,૛ࢂ ,૜ࢂ  .°૝ − для углов армирования ± аࢂ

При рассмотрении всего пакета монослоев ортотропной пластины 
уравнения связи напряжений и деформаций многослойного материала бу-
дут иметь такой же вид, как и для ортотропного монослоя: 

 ൝࣌૚࣌૛࣎૚૛ൡ = ൥࡯૚૚ ૚૛࡯ ૙࡯૛૚ ૛૛࡯ ૙૙ ૙ ૟૟൩࡯ ൝  ,૚૛ൡࢽ૛ࢿ૚ࢿ
где ࡯૚૚ =෍࡯૚૚࢏ ࢔૛ࡿ࢓ࢾ

ୀ૚࢏ ; 
૚૛࡯ = ૛૚࡯ =෍࡯૚૛࢏ ࢔૛ࡿ࢓ࢾ

ୀ૚࢏ ; 
૛૛࡯ =෍࡯૛૛࢏ ࢔૛ࡿ࢓ࢾ

ୀ૚࢏ ; 
૟૟࡯ =෍࡯૟૟࢏ ࢔૛ࡿ࢓ࢾ

ୀ૚࢏ ; 
 

где ࢓ࢾ− толщина монослоя;n − число монослоев относительно срединной 
плоскости. 

Из расчета следует, что порядок чередования слоев в пакете многослой-
ного материала не влияет на его определяемые упругие характеристики. 

Технические постоянные упругости пакета монослоев ортотропной 
пластины определяются так: 

࢞ࡱ  = ૚૚࡯ − ૛૛࡯૚૛૛࡯ ; ࢟ࡱ = ૛૛࡯ − ૚૚࡯૚૛૛࡯ ; 
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࢟࢞ࡳ = ;૟૟࡯ ࢟࢞ࣇ = ૛૛࡯૚૛࡯ ; 
 

где ࢟࢞ࣇ − определяется из известного соотношения Максвелла. 
Таким образом, поведение пакета монослоев при плоском напряжен-

но-деформируемом состоянии определяется, как и для монослоя, четырьмя 
независимыми упругими постоянными. 
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